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AVANT-PROPOS

e polycopié de cours constitue une introduction aux concepts de base et aux

méthodes de la physique statistique, dont 1’objet est de déduire les propriétés

macroscopiques d’un systéme (incluant un tres grand nombre de particules) a

partir des lois microscopiques qui régissent le comportement de ses constituants.

Il se limite & présenter un résumé des différentes théories et postulats introduits

pour décrire 1’évolution des systémes physiques a I’échelle microscopique. La
tournure didactique de ce polycopié convient parfaitement au programme pédagogique
destiné aux étudiants de troisieme année Licence LMD de spécialité physique
fondamentale du domaine sciences de la matiére (SM). Il devrait étre tres apprécié par
les étudiants du domaine sciences et technologie (ST) et les étudiants de spécialité
chimie des matériaux qui désirent, néanmoins, de connaitre cette discipline scientifique.
Ce polycopié constitue un effort personnel fait en vue de comprendre la mécanique
statistique €lémentaire et d’expliquer son articulation avec la mécanique quantique et la
thermodynamique.

Dans le premier chapitre, nous introduisons la notion de probabilité dont nous
expliquons la nécessité d’une approche probabiliste pour étudier les systémes
statistiques a grand nombre de constituants. Les différents parametres de la théorie de
probabilité sont ainsi définis, dans ce chapitre, tels que la variable aléatoire, 1’espérance,
la variance, 1’écart-type et la loi binomiale.

Les principes de la physique statistique sont décrits dans le deuxiéme chapitre dont nous
commencons par une description quantique des microétats et macroétats dans les
systémes possédant beaucoup de degrés de liberté. Cependant, a 1’échelle
microscopique, des comportements collectifs inattendus peuvent apparaitre sur le fait
que certains ordres de grandeur sont grands. Ce qui limite la description quantique, mais
I’introduction de la notion de probabilité statistique peut rendre cette étude faisable et
concrete. Ainsi, un systeme statistique peut étre décrit selon un espace des phases,
densité des phases dont le calcul de ses différentes grandeurs dynamiques est justifié
suivant I’approximation continue de leur moyenne.

Le troisiéme chapitre consiste a présenter les postulats et les théories la physique
statistique. Les ensembles microcanoniques sont ainsi definis en précisant leurs
parameétres extérieurs et leurs variables internes. Le paradoxe de GIBBS est introduit
également dans la derniére partie de ce chapitre.

L’ensemble canonique est bien décrit dans le quatrieme chapitre dont on a déterminé la
majorité des grandeurs thermodynamiques en fonction de la fonction de partition
canonique.

A la fin, je souhaite bien que ce polycopié serve comme un outil de travail précieux pour

les étudiants.
Dr. Fatiha Besahraoui



Chapitre. I. Introduction aux méthodes statistiques

Introduction

La physique statistique est considéré 1’une des plus importantes branches des sciences
physiques. Ses formules classiques ont été mises en évidence dans la seconde moitié du
XIXemesiecle par les physiciens Clausius, Maxwell, Boltzmann & Gibbs. Puis elles sont
modifiées lors de développement de la mécanique quantique, au cours de la premiere
moitié du XX°®™ siécle, en tenant compte de 1’indiscernabilité des particules au niveau
quantique (principe d’exclusion de PAULI).

L’objectif de la physique statistique est de déduire les propriétés macroscopiques d’un
systeme a partir des lois microscopiques qui régissent le comportement de ses
constituants. Ces lois sont gouvernées par des méthodes et des approches basées sur la

notion de la probabilité de présence.

Exemple : A partir des lois décrivant le mouvement et les interactions entre les atomes
a 1’échelle microscopique, on peut prédire (et donc de comprendre) les propriétées

physiques de la matiére a 1’échelle macroscopique (phases : gazeuse, liquide, solide).

1. Nécessité d’une notion de probabilité

La physique statistique s’intéresse aux systémes ayant un nombre de constituants
élémentaires extraordinairement grand. Ce qui fait, ainsi, que leur degré de liberté, est
tres grand (typiquement de 1I’ordre du nombre d’Avogadro N,). L’étude de tels systémes
par des lois de la physique statistique est justifiée par I’impossibilit¢ de suivre le
comportement de chaque constituant élémentaire. Ce qui conduit a introduire la notion
de probabilité. C’est une nécessite de principe vu les chaos, les perturbations extérieures
qui se passent dans les systéemes macroscopiques qui ont trait aux lois de la mécanique
quantique.

2. Quelques éléments de la théorie des probabilités

Lorsque 1’occurrence d’un phénoméne physique présente un caractére stochastique ou
aléatoire, soit pour des raisons intrinseques, comme dans le cadre quantique, soit pour

des raisons extrinséques, parce que les proprietés physiques de ce phénomene dépendent



d’un trop grand nombre de paramétres qu’on ne peut pas les controler, il est plus efficace
de raisonner en termes de probabilité. C’est par exemple le cas si 1’on joue a pile ou face
ou si ’on étudie la désintégration d’un noyau atomique instable. Pour formaliser le
probléme on introduit les notions de variables aléatoires et I’espace des événements (ou
éventualités).

2.1. Variable aleatoire

Une variable aléatoire, notée X, est une application ou une fonction a valeur dans
I’ensemble & des résultats possibles d’une expérience ou un évenement aléatoires et
pour laquelle, on peut déterminer la probabilité qu’elle prenne une valeur donnée ou se
situe dans un intervalle donné.

Il existe deux types de variables aléatoires :

- Variables aléatoires discretes : Exemple : Boules plastiques utilisées dans un tirage.

- Variables aléatoires continues : Exemple : Energie d’un systéme ou vitesse d’une
particule.

N.B!

On sous-entend variable aléatoire réelle dans tous le cours.

2.2. Loi de probabilité d’une variable aléatoire

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est la probabilité Py (k) associée a chacune
des valeurs k prises par X, Py (k) = Prob ({X = k}). Dans une expérience ou suite a un

évenement donné, la loi de probabilité P(X) est exprimée par :

Nombre de cas favorables

P(X) = (Eq. 1)

Nombre de cas possibles

2.3. Condition de normalisation
Considérons une séquence d’événements aléatoires ou il y a N événements possibles,
chacun ayant la probabilité P;. Les probabilitésP; doivent vérifier :
la condition de normalisation :
Yizip=1 (Eq. 2)
et la positivite : P, >0Vi
NB!
@ Si X est une variable aléatoire discrete, alors : ), Py (k) = 1

@ Si X est une variable aléatoire continue, alors : [ P(X)dX = 1
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2.4. Densité de probabilité
La notion de densité de probabilité est introduite pour une variable aléatoire X continue.
Elle est exprimée par la fonction f(X) = P(X)dX qui a un résultat donné de

I’expérience aléatoire associe la probabilité P(X), tel que :
P(X)dX = Prob ({X € [X,X + dX]}) (Eq. 3)
2.5. Moyenne ou espérance d’une variable aléatoire
Si k; est la valeur prise par une variable aléatoire X; associée a I’événement i, la valeur
moyenne, notée X ou I’espérance notée E (X) observée de X sera :
X=EX)=YkPx (k) si X est une variable aléatoire discrete (Eq. 4)
X=EX) = [XP(X)dXx si X est une variable aléatoire discrete (Eq. 5)
2.6. Variance d’une variable aléatoire
La variance d’une variable aléatoire X, notée V(X) est un paramétre de dispersion ou
fluctuation qui permet de mesurer la variation de X; ou k; autour de son espérance X.
Elle est définie par :
V(X) =3P, [k — X]? (Eq. 6)
N.B!

@ La variance fait la moyenne des écarts a I’espérance par rapport a k; au carre.
@ On peut remplacer (Eq .6) par une autre expression plus simplifiée qui porte le nom

de théoréme de konig - Huygens donné par :

VX) = (3 k2P )—X = X% — X = E(X?) - E*(X) (Eq.7)

2.7. Ecart-type d’une variable aléatoire
L’écart-type d’une variable aléatoire X, noté o (X) = A (X) correspond a la racine
carrée de la variance :

a(X)=AX) = V() (Eq. 8)
o (X) est exprimé, de maniere équivalente, comme la moyenne quadratique des écarts
par rapport & la moyenne X.
3. Variables aléatoires indépendantes
En théorie des probabilités, des variables indépendantes et identiquement distribuees
sont des variables aléatoires qui suivent toutes la méme loi de probabilité et sont
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indépendantes. On dit que ce sont des variables aléatoires (iid) ou plus simplement des
variables iid.

Exemple : Un exemple classique de variables (iid) apparait lors d'un jeu de pile ou face,
c'est-a-dire des lancers successifs d'une méme piece. Les variables aléatoires qui
représentent chaque résultat des lancers (O pour face et 1 pour pile). Les lancers étant
successifs, les résultats n'ont pas de lien de dépendance entre eux et ainsi les variables
aléatoires sont indépendantes.

3.1. Loi de probabilité

a). Cas discret

Deux variables aléatoires réelles X et Ysont dites indépendantes et identiqguement
distribuées si :

1). Indépendantes: P (X NY) =P(X =x,Y =y) =P (X = x) X P (Y = y)pour tous
réels x,y

2). de méme loi, P (X = x) = P (Y = x) pour tous réel x

b). Cas continu

Deux variables aléatoires réelles X et Ysont dites indépendantes et identiquement
distribuées si :
1). Indépendantes : fyny (x, ¥v) = fx(x) X fy(y) pour tous réels x,y
2). de méme loi, fy(x) = fy(x) pour tous réel x
Ou fyy, fx et fy sont, respectivement, les densites de probabilité du couple (X,Y) et des
variables X et Y.
N.B!
@ Si X et Y sont deux variables aléatoires dépendantes, alors :
P(XuUY)=PX =x)+ P(Y =y) (Cas discret)
fxor (6, ¥) = fx () + fy(¥) (Cas continus)

3.1.1. Propriétes
Les variables iid apparaissent dans beaucoup de problémes et situations qui nécessitent

une approche statistique ou probabiliste car elles possédent de nombreuses propriétes



qui permettent de mieux étudier leur loi de probabilité ou leur somme et produit
notamment.
Dans la suite, on considere X;, X,, X3, ... ... ......, Xy des variables réelles indépendantes

et identiquement distribuées.

e Siz=[IYX,alorsZ = [I)2)%;

e Sis =YX alorsS = NX,

3.1.2. Loi des grands nombres

< La moyenne empirique Y = %Zj:’lv X; tends vers la moyenne X, = X delavariable
aléatoire certaine X, , lorsque N — oo. Autrement dit :

Pour tout réel £ > 0, la probabilité que Y = %ZﬁjXJ- s’éloigne de 1’espérance E(X) =

X, d’au moins de & tend vers 0 quand N — oo,

Ve > 0,limP ( At Xt X3; """""" N _ E(X)| > e) = 0 (Loi des grands nombres)
L4 _ _ _ 4 (Xl)
@ [’écart-type correspondant o (Y) = A(Y) = V(YY) = N

4. Loi binomiale

En théorie des probabilités et en statistique, la loi binomiale modélise la fréquence du
nombre de succés obtenus lors de la répétition de plusieurs expériences aléatoires
identiques et indépendantes.

Soit n épreuves ou expériences identiques de répétition indépendantes présentant deux
ISSUS « succes » ou « échec » (épreuve de Bernoulli) avec une probabilité de succes P et
une probabilité d’échec ¢ = 1 — P. Si X une variable aléatoire réelle qui associe le

nombre k de succés alors X suit une loi binomiale de parametres net P, noté X U@ (n, P)

avec :
P (X =k)= Ckpkqr* (Eq. 9)
Ck est le coefficient binomial (duquel provient le nom de la loi.) donné par :
n!
Ck = (Z) = o (Eq. 10)
Exemple :

On lance 10 fois de suite, une piéce de monnaie trugquée, avec:
P(F) = 0.4etP(P) = 0.6.
Soit X la variable aléatoire qui associe le nombre k de faces (F) obtenus.

10



- Calculer les probabilites suivantes: P(X =0),P(X =10),P(X=1),P(X =
3),P(X = 8).

Solution :

P(X =0) = (0.6)°

P(X = 10) = (0.4)1°

P(X = 1) = 10(0.4)(0.6)°

Puisque on a deux issues pile (P) ou face (F), la variable aléatoire X suit une loi
binomiale de parametresn = 10 et P = 0.4 avec une probabilité d’avoir k faces est :
P(X = k) = CK0.4%0.610°%

Ce qui fait que :

P(X = 3) = €3,(0.4)3(0.6)7

P(X = 8) = C8,(0.4)8(0.6)?

5. Marche aléatoire et la loi binomiale

Nous étudions le déplacement d’un marcheur pouvant se mouvoir sur un axe : a chaque
pas (6x) de temps (dt), il choisit d’aller soit a droite avec probabilitéP € [0, 1], soit vers

la gauche avec probabilitt ¢ = 1 — P (Fig. 1). Chaque pas est indépendant du

prénédpnt
W
—p , Arrigre Avant
q=1- —
/—\ /\ -8x 48 +8%
] : VAR ,
Y - ) - "8t T 8t o
2 1 0 +1 - t=0 Xt
%¥=0
o —
N pas total

Figue.1. Un marcheur qui se déplace aléatoirement sur un axe unidimensionnel.

Soit n le nombre de pas effectués vers ’avant sur un total de N pas , la position du
marcheur a un instant ¢t donné est déterminé en tenant les deux probabilités P et g =
1—P.Donc:
x(n) = néx + (N — n)(—dx)
x(n) = (2n—N)Sx, mne€[0.N] (Eq. 11)
N.B !

< La variable aléatoire associée a la position X du marcheur suit une loi de probabilité

binomiale P(n,N) avec:
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P(n,N) = CFP™(1 — P)N-" (Eq. 12)

Donc cette loi de probabilité est normalisée :

n=op(m,N) =1 (Eq. 13)

@ L’espérance de n : E(n) = n=PN (Eq. 14)

& L écart-type de n : An = o (n) = ,/PgN (Eq.15)
Puisque x dépond du nombre de pas n effectués alors :

E(x) =% = N(2P — 1)6x (Eq. 16)

V(x) = 4pgN (Eq. 17)

Ax = 2./pgN (Eq. 18)

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons introduit et défini le concept de la probabilité liée a

évenement stochastique ou aléatoire et la notion d’une variable aléatoire. Ces deux
termes constituent la base de la physique statistique. Ainsi, nous avons introduit la loi
binomiale qui permet de calculer la probabilité d'obtenir un nombre précis de succes
dans un certain nombre d'expériences. Toutes les équations et les expressions données
dans ce chapitre vont étre utilisées dans le deuxieme chapitre pour décrire les propriétés

physiques des systemes statistiques de grand nombre de particules.
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Chapitre. Il. Principes de la physique statistique

Introduction

La diversité des phénomenes physiques ainsi que leur complexité, nous conduit a revoir
la définition des termes microscopique et macroscopique. En effet, la distinction entre
ces deux termes ne doit pas étre prise trop littéralement et ne doit pas, nécessairement,
corrélée a des échelles microscopiques ou macroscopiques au sens strict. Il s’agit, plutét
d’une distinction entre des processus élémentaires et des phénomeénes collectifs. Dans
ce chapitre, nous étudions les systéemes contenant une infinité de particules, en
introduisant une description probabiliste basée sur les notions de micro et macroétat,
espace des phases et densité en phases.

1. Particules discernables

Une particule discernable est une particule identifiée d’une maniére différente que les
autres particules qui constituent le systeme.

Exemple :

Dans un réseau cristallin, chaque atome a sa propre position différente que 1’atome
voisin.

2. Particules indiscernables

Des particules sont dites indiscernables si on ne peut pas discerner leurs propriétés

physiques une par une.

Exemple :
Les particules d’un gaz ne sont pas identifiées par une position ou une énergie cinétique

individuelle.
Ci-dessous, un schéma simplifié qui présente la différence entre les particules

discernables et indiscernables de point de vue physique classique et physique quantique.
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Les Particules discernables

@ e | @ ®

.,-'"_'_-_-_'_‘—i—-_._‘___‘
o . .
@ Trajectoire @ :
Zvant la collision Apreslacollision

hécanique classique

e Apres la collision — les deux trajectoires sont bien identifiés et différentes.
Les Particules indiscernables

oS

Avant la collision Aprés la collision

Meécanigue quantigue

e Apreés la collision — les trajectoires ne sont pas identifiés (région floue).

3. Description quantique d’un systéme de N particules identiques

3. 1. Systeme de particules discernables

Soit (S) un systeme de N particules identiques discernables sans interaction. Soit |[) état
propre d’une particule d’Hamiltonien H et d’énergie propre E;. Puisque les particules
sont indépendantes, on peut identifier le systeme (S) par la donnée de N état individuel

|1). Soit |r) Iétat de systeme (S) alors :

7Y = (L) 1) 1L3), v vell) (Eq. 1)
L’¢énergie (E,) de systeme est la somme des énergies des N états individuels :
E.=Y=ZVE =E +E_+ .....+E, (Eq. 2)

Puisque ces particules sont aussi discernables, alors elles sont indexées et 1’¢tat |r) du

systéme est donnée par :

14



((lll)! ”2)1 ”3)1 LLIL ] |lN))
(YA YAV )

|r) = <

(L) [l 112}, vy )

\ Liste
Donc I’état |r) est donnée par une liste des états propres du systeme (S).

N.B!

(>G>l >, ) = (> >3 >, ) #= ([l >/ >/ >, .. )
3. 2. Systeme de particules discernables
Pour le cas d’un systéme (S) de particule identiques indiscernables sans interaction,
I’état |r) est d’écrit toujours pas n états individuels. Mais, il n’est pas possibles
d’attribuer chaque ¢état individuel a une particule bien définie ou bien déterminée. Donc
|r) est d’écrit par une liste d’états propres qui n’est plus ordonnée.

[7) = AL 1) 1), e e 1)) = UL ) 1), e, [T )

= (113), 1), 102), oo |y ))

Le systéme (S) peut étre décrit par un état |r > exprimé par la donnée de nombre
d’occupations (N;) des différents états individuels. Donc :
[r) = {Ni} (Eq. 3)
La somme des occupations des états est :
YN, =N (Eq. 4)
L’énergie E, du systeme a I’état [r) est:
E, = X N,E, (Eq.5)

3.3. Description quantique d’un systeme de particules
En mécanique quantique, un systeme (S) de particules est d’écrit par une fonction
d’onde (7, t). Cette fonction est interprétée comme une amplitude de probabilité de
présence. En effet, I’amplitude de y (7, t) est une fonction de probabilité (P) :

W@ e) P =P (Eq. 6)
Donc, La densité de probabilité (dP) est exprimée par une probabilité de présence d’une
particule de systeme dans un élément de volume élémentaire (dV). Elle peut étre

généralisée pour toute une variable aléatoire (X) continue donnée par le volume (V).
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dP(X) = P(X)dX = |¢(#,t) PdX (Eq. 7)
3.4. Notion de microétat
En mécanique quantique, un microétat est déterminé par la donnée d’un ensemble
complet de grandeurs quantiques et statistiques qui permettent de décrire I’état d’un
systéme de N particules a partir des états individuels microscopiques.
Exemple : I’état individuel |I) étudié précédemment est un microétat.
NB!
@ Chaque microétat |l) est associé a une probabilite de présence P, quiexprime la
probabilité que le systéme (S) soit caractérisé dans un microétat quantique |1).
< En mecanique classique, un microetat (classique) d’un systéme microscopique de N
particules est decrit par :
— 3N variables de position
— 3N variables d’impulsion
3. 5. Notion de macroetat
Un macroétat quantique est une donnée de grandeurs physiques macroscopiques qui

suffisent de caractériser completement le systéme €tudi€ a 1’échelle macroscopique.
Exemple : I’état |r) étudié précédemment est un macroétat quantique.

NB!

@ Un macroétat est complétement déterminé si 1’on connait deux paramétres
macroscopiques (Pression P et température T, par exemple) alors qu’il faudra
connaitre 3N nombres quantiques pour déterminer un microétat. Donc, la réduction
d’information est immense lorsqu’on passe du niveau Mmicroscopique au niveau
macroscopique. Ce qui signifie qu’un macroétat englobe un grand nombre de
microétats.

@ Pour tout un observable A (grandeur physique) d’un systeme (S) de particules

identiques indiscernables, la mesure macroscopique de A est prise sur moyenne

statistique (A) sur tous les observables individuels (A,)correspondent aux microétats
1)

Ou: A; =< 1/A/l > est la valeur quantique de A prise dans le microétat |1).
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3.5.1. Macroétats symétriques et antisymétriques
Prenant un systeme constitué de deux particules indiscernables et identiquement
distribuées (iid) qui se déplacent sur un axe unidimensionnel (0X) (cas d’un puit
quantique, par exemple). D’aprés 1’égalité (Eq.6) et en régime stationnaire ou
permanant, on peut écrire :

[W(xy,x) P =lplxy, %) P =P (Eq.9)
Donc, I’état de systéme de deux particules est décrit soit par ¥ (x;,x,) ou par
Y(x, ,x,). Ces deux fonctions d’onde sont égales a une face prés (petit déphasage) :

PY(xp,x) = e Plxy, x;) (Eq. 10)
D’aprés la formule d’Euler:e” = cosx +isinx et P=1- (e¥)?2 =1 e¥* =
+1 -

Yy, x2) = £ (xp, xq) (Eq. 11)
Donc, on constate I’existence de deux types de particules indiscernables :
e Particules pour lesquelles: ¥ (x;,x;) = +¥(x,,x;) sont appelées BOSONS

(photons ,phonons,...... )

e Particules pour lesquelles : Y (x; ,x,) = — ¥ (x,,x;) sont appelées FERMIONS

(électrons, quarks, leptons,......... ).
N.B!
@ Pour un systeme de bosons, le spin est un entier (1, 2, 3,....... )

. . . . . 1 35
< Pour un systeme de fermions, le spin est un demi-entier (E' 215

NN

o).
@ L’étude statistique qui correspond a chacun de ces deux types de particules, est :
- La statistique de BOSE-EINSTEIN pour les bosons.
- La statistiqgue de FERMI-DIRAC pour les fermions.
4. Espace des phases (espace des états accessibles)
L’état physique d’un systéme de N particules, isolé est déterminé en se donnant les
valeurs d’un certain nombre fixé de grandeurs physiques. Si ce systeme est régi par les

lois de la mécanique classique, ses variables dynamiques correspondent a la position 7;
et a I'impulsion (quantité de mouvement) p; j € [1, ... ... ,3N]. Les 6N coordonnées de
7, etp, sont conjugueées suivant une coordonnée généralisées notées R]{F]’, D} Jj€
[1,.... 3N] qui caractérise I’espace des phases.
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P
Alors, I’espace des phases noté (X) est un espace abstrait qui permet de définir un état

microscopique d’un systéme contenant un grand nombre de particules dont les

coordonnées sont les variables dynamiques du systeme étudié. Ces variables

dynamiques telles que la position, I’impulsion,.......... sont liées 1’'une par I’autre
suivant des coordonnées généralisées notées R]{v;,p]}, jell, ... 3N] avec 7 désigne

la position et p désigne I’impulsion. La dimension de cet espace de phases est 6N .

4.1. Limitation de ’espace des phases accessible au systeme
Un certain nombre de contraintes peuvent limiter le volume accessible de 1’espace des
phases, les plus souvent rencontrées sont :

4.1.1. La conservation de l’énergie pour un systéeme isolé : Ceci résulte des lois

générales de la mécanique. Cela restreint les points représentant les états a rester sur la

surface E(7;,p,) = constante.

4.1.2. La limitation du volume (dans I'espace des 7) offert au systéeme : De nombreux

systémes physiques sont contenus dans des récipients aux parois rigides et maintenus
dans un volume V fixé. Ceci limite le volume AI'" de I’espace des phases accessible.

Le volume (AT") est défini par :

AT=¢, d7d P; ..... (Eq. 12)

états eccessibles

Le volume V est lui définit uniquement par une intégrale sur les d7,.

4.2. Densité de phases

Dans ’espace des phases, chaque particule d’un systéme statistique réel est représentée
par une phase qui correspond a sa coordonnée généralisee ﬁ{?,’ﬁ} (en regime

permanant). La densité des phases exprime un ensemble de phases donné dans 1’espace
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des phases associé a un ensemble statistique qui exprime la probabilité de présence des

particules dans tel systéme réel. La densité de phases notée (p) est une grandeur scalaire

positive, elle est en fonction de la phase R{r, 5} et le temps (¢). Elle est exprimée par :
dp(R;t) = p(R,t)dT = dP (R, t) (Eq. 13)

Avec :

dp(R, t) est la densité en phases élémentaire associée au microétat (dT’).

dp(ﬁj t) est la probabilité de présence d’une particule. Elle exprime aussi la probabilite

ou la répartition de probabilité dans I’espace des phases.
N.B!

@ D’apres la formule précédente, la densité en phases est associée a une densité de
probabilités :
dp(R,t) = dP(R,t) = P(R,t)dl (Eq. 14)
@ La densité en phases est une fonction normalisée :
Jiy PR 8) = [ p(R;6)dT = [ P(R,t)dT" = 1 (Eg. 15)

@ Le microétat (dI")est donné par dI' = dﬁ; = d7. dp, dans I’espace des phases.

4.3. Macroétat et espace des phases

D’aprés les définitions précédentes, nous constatons qu’un macroétat est donné par une

densité de phases p(R, t)dr.

5. Moyenne d’une grandeur dynamique
La moyenne d’un observable A dynamique (Enérgie, Force,.......... ) prise sur tout le

systéme statistique est donnée par :
A= [nA R p(Rt)dr (Eq. 16)
6. Densité en phases continue

Prenant I’observable A tant qu’une énergie E. Dans un ensemble statique et a 1’échelle
microscopique, soient deux microétats d’énergie E;,,et E;. Si on considere un

incrément d’énergie de (6F) tel que 6E = |E;,, — E;| < 0E < AE.
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Les états d’énergie associés a un macroétat sont tres resserrés en forment, par
consequent, un spectre d’énergie continue contenant un tres nombre de microétats |I).
Alors :

e OF exprime 1’énergie de transition entre les deux microétats successifs

d’énergiekE;, (et E;.
e La densité en phases exprime la densité en microétats |l).d’énergie E;. [ =

0,12,..
e Le nombre de microétats 6¢(E) d’énergiec E € [E, E + SE] est calculé par :

8¢ (E) = p(E)SE (Eq. 17)

Avec :
p(E) : La densité de microétats d’énergie E.
8¢ (E) : Le nombre de microétats.
7. Formulation de ’approximation continue
La formulation de 1’approximation continue qui déterminée depuis les équations 8 et 16
de calcul de la moyenne A d’un observable dynamique A. en effet, d’aprés Eq.8 et Eq.16,
on peut mettre 1’égalité suivante, en faisons la transition depuis une somme vers une

intégrale.
A=% P <l/A/l =5 AP = [ AR)p(R, t)dr (Eq. 18)
Soit g(E;)le nombre de dégénérescence d’une microétat |I) d’énergie E;, donc :
A=%AP =Yg g(EDEP = Zincrgglent Sn(E)f(E) (Eqg. 19)
Puisque : on(E) = p(E)JSE, Alors :
E=3EP = [, f(E)p(E)dE (Eq. 20)
Avec :
E, : Le niveau fondamental (niveau ou microétat de plus bas d’énergie)
f(E) : Lafonction de répartition ou de distribution d’énergie E.
N.B!
& Sionmet: f(E) = EP, =
E=%f(E) = [, f(E)p(E)dE (Eq. 21)

InuU constitue I’approximation continue.
Ce passage continu titue 1’app t t
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@ On définie aussi ¢ (E), le nombre de microétats d’énergie < E par :
do(E
p(E) = £ (Eq. 22)
Avec :

p(E) : La densité de microétats d’énergie E.

Conclusion

Dans ce chapitre, des notions de base de la physique statistique sont introduites afin
d’accéder aux grandeurs thermodynamiques qui caractérisent les systémes a grand
nombre de particules N. L’introduction des notions de microétat et macroétat ainsi que
leur fonction de densité et I’espace des phases qui leur définit est primordial pour
déterminer les propriétés thermodynamiques des systéemes statistiques. Parmi ces
systémes, nous étudions les systémes statistiques microcanoniques qui vont étre décrits

en détail dans le chapitre suivant.
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Chapitre 111. Ensemble microcanonique

Introduction
La physique statistique est fondée a partir de postulats. Ce sont des hypotheses

raisonnables choisies a priori. Ces postulats permettent de reproduire et de comprendre
un grand nombre de propriétés des corps macroscopiques. Comme la physique
statistique tient compte des propriétés des constituants microscopiques, la

thermodynamique ne s’occupe que des propriétés macroscopiques des corps.

1. Ensemble statistique
Un ensemble statistique est une abstraction qui correspond aux différentes distributions

des microétats de probabilité d’occupation (P;) i.e. macroétat. La forme de la
distribution est fixée par les conditions exterieures telles que le volume, le nombre de
particules, I'énergie, la température,.....,etc.

2. Postulats de la physique statistique

Avant d’énoncer les postulats, nous poserons comme axiome la loi de conservation de
I’énergie. Le premier principe de la thermodynamique en est une forme particuliére :
Dans un systéme a 1’équilibre thermodynamique (systéme isol¢), I’énergie interne est
conservée (1 principe de la thermodynamique).

2.1. Postulat 1 (équiprobabilité des microétats)

Dans un systéeme isolé (fermé) et en équilibre thermodynamique, tous les microétats
accessibles a ce systéme, sont équiprobables.

N.B!

< Sin (E) est le nombre de microetats accessible au systeme isole, la probabilité pour

qu’il soit dans un microétat |l) est P, = ﬁ P, reste constante au cours du temps.

@ Si P, n’est pas constante et change d’un microétat a un autre, alors le systéme est hors
équilibre et il va évoluer pour atteindre 1’état d’équilibre et satisfaire le postulat

d’équiprobabilité.
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2.2. Postulat 2 (théorie ergodique)

La théorie ergodique ou I’hypothése ergodique est le 2™ postulat de la physique
statistique. Cette théorie est basée sur le premier postulat et sur d’autres hypotheéses.
2.2.1. Hypothése de la conservation d’énergie

A D’échelle microscopique, un systéme isolé ou en équilibre thermodynamique, n’est
jamais stationnaire ou immobile. 1l existe, toujours des fluctuations entre les microétats :
Py = B

2.2.2. Hypothese de la moyenne temporelle

Cette hypothése est basée sur le phénomene de la détente de Joule. A un instant (t,), un
systéme change d’un microétat a un autre suite aux fluctuations d’énergie (SE)qui
existent entre les microétats. Si on suit I’évolution du systéeme pendant un temps
() infini ou trés long, on doit trouver que le temps passé dans chacun de microétat est
le méme.

Cela signifie que la moyenne d’une observable (A4) prise en équilibre est une moyenne

temporelle < A > (t,, 1)
1 pto+t
<A> (to,1) = ;fw A)dt, T, <T < Ty (Eq. 1)

T): Le temps (macroscopique) de relaxation du systeme.

T,,: Le temps microscopique caractéristique (des fluctuations résiduelles).

2.2.3. Hypothése de la moyenne d’ensemble

Cette hypothese est basée sur la détermination d’une moyenne d’une observable ou une
grandeur dynamique A d’une ensemble statistique.

Supposons que cet ensemble statistique est constitué de N ensembles statistiques

identiques. La probabilité qu’un systéme de 1’ensemble statistique soit dans un microétat

|l) alinstant (t) est donnee par: P; (t) = Al/im (N’T(t)) =>P ()= N’T(t) avec :

N, (t) : Le nombre de systemes dans le microétat |I) parmi N systémes de I’ensemble
statistique.

La moyenne d’ensemble de A notée A ou < A > est donnée par :
<A>=["7f(E)p(E)dE (Eq. 2)
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2.2.4. Hypothese ergodique

L’hypothese ergodique introduite par Gibbs suppose que les moyennes d’ensembles
sont équivalents aux moyennes temporelles si on laisse suffisaient le temps au systeme
de trouver son état d’équilibre.

<A>=A=3<A> (t1))=A4A>

[T Ade = 77 F(E)p(E)dE (Eq. 3)

T Jto
3. Entropie statistique
Soit un ensemble statistique de M événements. Soit m un ensemble statistique tel que
m Cc M avec une probabilité P,,. On définit I’entropie statistique (S) de I’ensemble m
par :
S= —kyY™=Mp In(P,) (Eq. 4)
kg : La constante de Boltzmann, kp = 1.38 X 10723 J. K1

N.B!

& Le choix de la constante kz; comme une constante de proportionnalité permet

d’assurer I’indentification de 1’entropie statistique (S) a I’entropie thermodynamique.

< On prend : In(0) = 0.

3.1. Propriétés d’une entropie statistique

L’entropie (S) est positive :

S est maximalee S = 0,sivm cM,Pm=%= S=kglnM.

S est minimale & 3 m, tel que B, = 1.

Pour deux événements indépendants, 1’entropie totale est la somme des deux

entropies correspondants : S (m,m') = S(m) + S(m")

4. caractéristiques d’un ensemble statistique

Les caractéristiques d’un ensemble statistique désignent les parameétres extérieurs et les
variables intérieures ainsi que son comportement avec le milieu extérieur. La
connaissance de ces deux caractéristiques est importante pour décrire un systeme

statistique microcanonique.
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4.1. Paramétres extérieurs d’un ensemble statistique

Un paramétre extérieur est une grandeur physique fixée imposée au systeme réel
considere suivant des contraintes exterieures, ou par un expérimentateur (méme si
toujours entaché d’une incertitude expérimentale).

Exemple : Energie, température, pression, volume ...... ,etc.

4.2. Variables intérieures d’un ensemble statistique
Une variable interne est une grandeur physique dynamique qui varie ou fluctue suite a
une agitation thermique ou un mouvement collectif des particules de systeme réel.

Exemple : Energie, température,....... ,etc.

4.3. Systéme isolé

C’est un systeme de particules réel dont 1’énergie E, Le nombre de particules N, le
volume V et d’autres parameétres physiques sont fixés a des incertitudes expérimentales
pres notées : 8E,8V,dN,...... ,etc qui contiennent un trés nombre de microétats.
D’apres toutes ces définitions préliminaires, nous pouvons donner une définition
concrete d’un ensemble microcanonique.

5. Ensemble microcanonique

On considére un gaz, un fluide ou un solide, composé de particules. Si elles sont toutes
identiques, on dit que le fluide ou le gaz est simple, ou que le solide est pur. Sinon, c’est
un systéeme a plusieurs composants. L’étude de ce type de systemes se fait a I’équilibre
thermodynamique. C’est a dire quand le systéme n’échange ni énergie (E), ni chaleur
(@), ni particules (N) avec I’extérieur. On supposera de plus qu’il est placé dans une
enceinte rigide. Dans ces conditions, cet ensemble de particules et dit ensemble

microcanonique.

'T ‘j »
. S *id"
- “z\.h * .‘_‘-‘
Tl . \
r v .‘ .
':,fs,”. - 4t |
N N AR
AR Y
:a 1:' \."14\:
. [ ] .\Q'”
RRNERE iy Nt
e Lol

25



Un ensemble statistique microcanonique est un ensemble abstrait soumis aux postulats

de la physique statistique afin d’étudier et déterminer les grandeurs thermodynamiques

qu’on ne peut pas les déterminer avec précision expérimentale.

NB!

< Un ensemble microcanonique est un seul ensemble statistique isolé d’énergie totale
E fixée a 6E prés et qui n’échange pas de la matiére avec le milieu extérieur.

@ Le volume de ’enceinte V est fixe.

@ On montrera que [’entropie S est également constante dans [’ensemble

microcanonique.

5.1. Microétats accessibles dans un ensemble microcanonique

L’ensemble microcanonique contient des microétats déduits des contraintes extérieures
imposees sur le systeme. Ces microétats presentent les états d’équilibres d’un tel
systéme.

Les microétats |I[) d’énergie E, avec E < E; < E + SE. Le nombre de particules
N; = N, levolumeV;, = V.

6. Postulat fondamental de la physique statistique

Dans un ensemble microcanonique isolé a 1’équilibre thermodynamique, tous les
microétats sont équiprobables.

7. Distribution microcanonique

On considére Q (E,V,N,8E) le nombre de microétats accessibles a un systeme
microcanonique isolé a 1’équilibre thermodynamique.

La probabilité P, (E;,V,N) que le systéme soit dans un microétats |l) d’énergie E; est

donnée par :

__r
P, = (E,,V,N) = {ﬂ (E,V,N,6E)
0 sinon

E < E, < E + §E
: (Eq. 5)

N.B!
@ La probabilité P, = (E;,V,N)présente la distribution microcanonique
correspondante a I’ensemble microcanonique.

< La normalisation de P, = (E;,V, N) est vérifiée.
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@ Le principe la théorie ergodique est aussi appliqué a I’ensemble microcanonique isolé
au cours du temps.

8. Fonction de partition

Le nombre de configurations ou de de microétats () est appelé fonction de partition

de I’ensemble microcanonique et noté Q (ou parfois Z,,.).

9. Entropie microcanonique (Formule de Boltzmann)

L’entropie microcanonique noté S™ (E,V, N, §E) est exprimeé par :

Sm (E, V, N, 5E) - - kB Zl Pl ln(Pl) (Eq 6)
H . — — 1 -
Puisque : P, = (E;,V,N) = CEVNID) E < E; < E + S8E,alors:
S™ (E,V,N,6E) = kzInQ (E,V,N,8E) (Eq. 7)

Cette derniere formule est la définition de 1’entropie thermodynamique, proposée par
Boltzmann. A 1’équilibre thermodynamique, 1’entropie statistique et 1’entropie
thermodynamique se confondent . Attention, ceci ne reste valable qu’au voisinage de
I’équilibre.
N.B!
& A I’équilibre thermodynamique, 1’entropie S™ (E,V, N, 6E) d’un systéme isolé est
maximale.
< Puisque Q (E,V, N, 6F) exprime le nombre de microétats accessibles, alors :
Q(E,V,N,8E) = p(E,V,N)SE (Eg. 8)
Ce qui fait que :
S™(E,V,N,6E) = kglnp(E,V,N)SE = kglnp(E,V,N) + kg In(6E) (Eq.9)

e Pour N > 1, kg In(6E) est un terme négligeable et Q (E,V,N,SE) = Q (E,V,N).

C.-a-d. que : Q ne sera pas dépendante de SE. Ce qui donne, par conséquent :
S™ (E,V,N) = kgzInp(E,V,N) (Eq. 10)

9. Grandeurs thermodynamiques microcanoniques

Une fois S™ (E, V, N) deviendra une grandeur extensive, on définit :
e Latempérature microcanonique T™par :

1= ), €1
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e La pression microcanonique P™par :

pm as™m

=50, (Eg. 12)
e Le potentiel chimique microcanonique p™par :

o (osm

T_m - ( oON )E,V (Eq 13)

Donc la différentielle de S™ notée (dS™) est donnée par :

asm VN = g + 2 ay + By o
SR v N
dS™(E,V,N) = (5;) dE + —av — LodN (Eq. 14)

N.B!

e En général le nombre de microétats accessibles augmente avec 1’augmentation de
I’énergie E = S™ augmente aussi. En tenant compte de 1’équation (Eq.10) :
S™ (E,V,N) = kgln¢(E,V,N) pour des énergies < E (Eq. 15)

¢ (E,V,N) exprime le nombre de microétats accessible d’énergie< E.

»

p(E) 1 /E final

QUE)dE

o (E) /

E E+dE  F

Figure.l. Schéma de la densité d’états d’énergie équivalente a la distribution des
microétats Q(E).

10. Fluctuations d’une variable intérieure
Soit E une variable interne continue. On introduit p(E,V, N)SE le nombre de

microétats accessibles d’énergie E; ,E; € [E,E + SE].

5 (E,V,N) = P(E)SE = p(ELV.N) SE

La probabilité d’observer E a SE prés est :P,(E; )= V) aGEV )

Sm
S™(E,V,N) = kgInp(E,V,N) N »= p(E,V,N)=e 'k =

sm /
e kp

Q

P(E) = (Eq. 16)
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11. Distribution microcanonique

11.1. Probabilité d’un microétat

Pour un systéeme S de N particules en équilibre thermodynamique avec un thermostat
(d’une température microcanonique T™ imposée au systeme (parameétre fixé exterieur).
La probabilité de trouver le systeme (S) dans un seul (I) d’énergie (E;) est

P,(E;) donnée par :

) = Q( Etot—ELV,N)
Q(Etot, Vtot Ntot)

P, (E, (Eq. 17)

P,(E;) est appelée la distribution microcanonique.

e Lanormalisation de P,(E;) est vérifiée: ) P, = 1.

11.2. Fonction de partition canonique
L’équation.17 peut étre simplifiée selon 1’expression suivante :

1
Z(T,V,N)

_El/
Pl(El) = e kBT (Eq 18)

Avec :
_El
Z(T,V,N) =Y,e /ksT est appelée la fonction de partition canonique
12. Grandeurs thermodynamiques
12. 1. Energie libre

On appelle énergie libre notée F, la grandeur thermodynamique donnée par :

F = —kzTInZ(T,V,N) (Eq. 19)
A partir de cette fonction, on peut définir toutes les grandeurs thermodynamiques du
systéeme. F est la fonction génératrice de I'ensemble microcanonique.

12. 2. Energie moyenne

E=Y,EP = — %an (T,V,N) avec :
p= Lt 0 _ g 20
Avec.ﬂ—kBT:aﬂ_ kgT e
E=kyr2 2220V 7 (a—F) (Formule de Helmholtz) (Eq. 20)
oT aT V,N

12. 3. Ecart-type de I’énergie

1 B 1 —Eu ‘2 F
A(E)? = ~X,Ee /kBT—Z—Z(zlEle /kBT) =5z = -2 (Eq. 21)
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12.4. Capacité calorifique

La capacité calorifique notée C, a volume constant est donnée par :

0E d%F

Cy = (5) = —Tyn (F)V'N (Eq. 22)
A(E)? = kgT?Cy (Eq. 23)
13. Paradoxe de Gibbs (Entropie de mélange)
Le paradoxe de Gibbs est un pseudo-paradoxe apparaissant lorsqu'on cherche a concilier
la thermodynamique et la physique statistique. Il intervient lors du calcul de I'entropie
de mélange de deux gaz parfaits. Il a ét¢ nommé d'apres le physicien Willard Gibbs qui
I'a découvert en 1861 dans l'application du théoreme qui porte son nom.
13.1. Mélange de deux gaz difféerents
On considere un mélange idéal de deux systemes de gaz parfaits, c’est-a-dire sans
interaction entre eux, dont les particules sont différentes et donc discernables entre elles
(mais indiscernables au sein d’une méme espece). On les indicera par A et B et on notera
Na et Ng le nombre de particules de chacune des espéces. Les deux gaz sont initialement
dans deux enceintes de volume, respectivement, Va et Vg, séparées par
une paroi diathermique (a 1’équilibre thermique), et libres de se déplacer (a I’équilibre
mécanique). Le tout est isolé. On retire ensuite la paroi et on laisse les gaz se mélanger

dans le volume V = Va + Vs.

Tant que la paroi mobile est en place, I'entropie du systeme complet est la somme des

entropies des deux compartiments :
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Stot(Er N, V) = SA(E’ Ny, VA) + SB(E’ Ny, VB)

3kp

T
:NAkBanAE3/2+NA [1+ln Z:|+kB [_NAlnNA+NA]

3k
+ Npkg InVgE/2 + Ny —2

T
1+ Z] + kg [-NgIn Ny + Ng] =

3kp
2

Ng)In(N, + Ng) + Ny + Ng] (Eq. 24)

Seot(E,N,V) = (N, + Ng) In(VE™/2) +

(Na+ Np) [1+1n ]+ kp [—(Na +

Ou S, et Sz sont les entropies initiales des gaz contenus respectivement dans les
récipients A et B, et S,,, est I’entropie du systéme final.
Le changement d’entropie vaut :
AS = S,;; — (Sq + Sp) (Eq.25)
AS = N, kg 1nV1A + Npkp 1né >0 (Eq.26)

AS est positive car la transformation est irréversible.

N.B!

o Le caractere de I’indiscernabilité des deux gaz A et B est traduit dans les formules de
leurs entropies S, et S par la présence des facteurs a, et ag avec :

a, = kg [-NyInN, + N,] et ay = kg [- Nz In Ny + Ng].

o Notons que la présence du facteur (@) lié¢ a I’indiscernabilité des particules, ne joue
aucun réle dans le calcul de AS . En effet, la variation de ce facteur entre 1’état initial
et 1’état final, est nulle.

13.2. Mélange de deux méme gaz

Reprenons 1’expérience décrite ci-dessus en supposant maintenant que les deux

compartiments contiennent le méme gaz (m, = mg), a la méme température.

Closed

AS=S,., —(S,+S,)=0

T O(4+B) —



Si I’on enléve la paroi séparant les deux parties du récipient, rien ne doit se passer et la
transformation est réversible.
L’entropie de mélange doit étre nulle. Vérifions ce résultat. L’entropie finale est

maintenant :

3kp

Stot (E,N,V) = (N4 + Ng) ]n(VES/z) + .

(Na+Np) [1+1n 2]+ kp [-(N, +
Puisque ’on n’a plus qu’un gaz composé de (N, + Ng) particules qui occupent le

volume total V. D’ou, si nous posons N = N4 + Ng :
AS = NkgInZ — NykgInZ2 — NpkgIn22 (Eq.28)
N Ng Ng
Comme le volume spécifique (qui est une variable intensive égale a :—I’i) est le méme

avant et apres le mélange:

Ya_Ys _~ (Eq.29)

Ng Ng N

On conclut que I’entropie de mélange est nulle. Contrairement a I’exemple ou les deux
gaz étaient différents, nous voyons que la présence du facteur de I’indiscernabilité (@)
est ici importante. Elle est nécessaire pour que AS = 0 En effet :

a(Ny + Ng) — a(Ny) — a(Ng) = kg[—(N, + Np)In(N, + Np) +

N,InN, +NglnNg] # 0 (Eq.30)
Si nous avions négligé 1’indiscernabilité des particules, I’entropie de mélange aurait été
différente de zéro ce qui est contraire a I’expérience. Lorsque 1’on suppose que les
particules sont discernables, comme en mécanique classique, on aboutit a une
contradiction, appelée paradoxe de Gibbs, qui provient de ce que I’entropie de mélange
d’un gaz constitué de particules identiques est différente de zéro (elle est donnée par
I’expression (26)). Si ¢’était le cas, I’entropie d’un gaz dépendrait de son histoire et ne
pourrait étre seulement fonction du macroétat dans lequel se trouve le systeme. En fait,
il ne serait plus possible de définir la notion d’entropie car on pourrait toujours imaginer
un nombre quelconque de partitions fictives dans le récipient contenant le gaz ce qui

permettrait a (S) d’étre un nombre aussi grand que 1’on veut.
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, , 1 1. . ., ) .
En résumé, les facteurs - et =N introduits dans 1’évaluation du nombre de microétats

sont des quantités d’origine quantique qu’il faut introduire pour construire de fagon
correcte la physique statistique a partir de la mécanique classique.
En explicitant le facteur (&), on peut écrire I’entropie d’un gaz parfait monoatomique

comme :

5= W Inh %) 2 Wk 3410 2] = iy 3 [+ 1o 22

(Eq.31)
que I’on appelle équation de Sackur-Tétrode.

On constate que S est une grandeur extensive, ce qui ne serait pas le cas si
I’indiscernabilité des particules n’avait pas été prise en compte.

Conclusion

Les postulats et les théories de la physique statistique, basés sur le principe de
I’équiprobabilité des microétats dans un ensemble microcanonique isolé, ont permis
d’expliquer les fluctuations autour de 1'équilibre thermodynamique. Ainsi que de fournir
des prédictions quantitatives des propriétés de ces fluctuations. Ce cadre théorique
permettant de faire le lien entre la mécanique quantique (propriétés microscopiques
régies par I'équation de Schrddinger) et la thermodynamique classique (propriétés
macroscopiques caractérisées par un petit nombre de grandeurs mesurables). Ceci rend
le passage micro-macro plus justifié et argumentatif. L’introduction des notions de
probabilité, moyenne et écart type a permis de faciliter I’étude des propriétés physiques
des systemes contenant un tres nombre de particules. En effet, une seule donnée de
valeurs moyennes de grandeurs dynamiques permet de caractériser I'état d'équilibre

macroscopique de tout le systeme.
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Chapitre. IV. Ensemble canonique

Introduction

Le chapitre précédent était consacré a 1’étude d’un systéme isolé en équilibre. Nous
avons introduit 1’ensemble microcanonique pour décrire les propriétés
thermodynamiques de ce systéeme a partir de données microscopiques. Nous allons
maintenant considérer un systéeme (S) en équilibre thermique avec un réservoir (R) de
chaleur (un thermostat). Ce dernier est un systeme macroscopique dont la température,
T est constante malgré d’éventuels échanges de chaleur avec S. Cela implique que la
capacité calorifique (Cy, ) soit bien supérieure a celle du systeme (S) étudié. Par
exemple, S peut étre une bouteille immergée dans une piscine qui joue le réle de
réservoir thermique (R). Notre objectif est de décrire les propriétés thermodynamiques
du systeme (S). Donc, N, > N,Ep > E, Cy g >>Cy.

1. Ensemble canonique

On consideére un systéeme (S) mis en contact avec un thermostat (R). Les systémes S et
R peuvent s’échanger de 1’énergie ; par contre le nombre N de particules et le volume V
de S sont fixés avec : N » N, Er >» E. On suppose que le systeme total (S + R) est
isolé et qu’il n’échange donc ni énergie, ni volume, ni particules avec I’extérieur.
Comme le systétme (S+R) est isolé et en équilibre statistique, on peut appliquer
1I’approche microcanonique a ce systéme total. Soit E;,, son energie totale (définie a dE
pres, quantité que nous négligerons car nous avons vu dans le chapitre préceédent qu’elle

n’influait pas sur les résultats relatifs a un systeme macroscopique).

temprature T

]

L

Systeme isolé

Figure.1. Systéme en équilibre thermique avec un thermostat
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2. Distribution canonique

2.1. Probabilité d’un microétat

Considérons un microétat (1) du systéme S, d’énergie E; qui est en contact avec le
thermostat ou le réservoir thermique d’énergie Ex. Etant donné que I'énergie globale des
deux systemes égale a vaut : E;,; = E; + Ej.

La probabilité d'obtenir le systeme (S) dans un seul microétat d’énergie E; est :

Qr( Etot—ELVR,NR)
P,(E)) = Eqg. 1
l( l) Qtot(Etot:Viot, Ntot) ( q )

(C’est le nombre de cas favorables divisé par le nombre total de cas.)

Avec:

Qr( E;or —E;, Vg, Ni): Le nombre des microétats correspondant au thermostat
d’énergie E = E;,; — E;.

Qiot (Erors Veor» Nior): Le nombre total de microétats accessibles du systéme total
(S+R). Puisque :

E, & Eget E; < Egpp, N K Ng = Ny~ Np et V & Vg = Vige~ Vi =

Dot CEtors Viot» Neot) = X1 Qr(Eror — E;, Vg, Ni) (Eq. 2)
Donc :
QRr( Etot—ELVR,NR)
— Eq.
b (El) 21QR(Etot—EVR, NR) ( g 3)
N.B !

@ Dans le cas ou le microétat correspondant (I) est dégénére, la probabilité

P,(E}) s’écrit comme suit :

_ Os(E) . Qr( Etot—EVR,NR)
i (El) B Qtot(Etot. Vot Ntot) (Ea. 4)

Qg (E}) : Le nombre des microétats accessibles correspondant d’énergie E; .

@ Dans (Eq.1l), le dénominateur Q.,:(Etorr Vior» Nior) n’est qu’une constante
indépendante de microétat I.

Comme le thermostat (R) a un nombre de degrés de liberté beaucoup plus grand que S,

on a : E; K Eg. Par consequent, on a aussi E; < E,;. Ceci va nous permettre de

développer la fonction Ln Qi( E,,; — E;) (qui varie dans le méme sens que

Qr( Eor — E;), mais beaucoup plus lentement) au voisinage de E,,;:

d In Qp
ln ‘Q'R( EtOt - El) = ln QR (Etot) - ( aE )E c El‘l‘
= Ltot

35



et de nous restreindre au premier ordre. La dérivée partielle intervenant dans
I’expression ci-dessus est évaluée a volume et nombre de particules constants.

Puisque :

- (@, a9

et le parametre

B=— (Eq.6)

KgT

est lié¢ aux nombres d’états qui sont accessibles au systéme S par :

dlnQ
=), (Eq.7)
Donc, (aln—QR) =B = L et par suite : In Qr( Erpr — E;) =In Qr(E.pr) — BE; =
0E V,N KpT
Qr( Eror — E)) = Qg(Epor)e PEL (Eq.8)

Notant que : Qz( E;,;) = constante
Par consequent, I’Eq.3 devient:

Qr( Ecot)e_BEl Qg( Etot)e_BEl e Pl

P E — —_ —_
(B Y1 Qr(E)e BBt Qp(Ep) Yie PR Y e PR

e~PEI

P(E) = SroFEL (Eq.9)
Cette expression représente la distribution canonique
2.2. Fonction de partition canonique

En physique statistique on appelle la quantité 3}, e #Ftau dénominateur dans

I'expression (Eg.9) de la fonction de partition (Z) du systeme (S). Elle est donnée par :
Z=Y,e B ( Eq.10)

3. Fluctuations d’une variable intérieure

Nous avons supposé jusqu’ici que le spectre en énergie du systeme est discret. S’il est
continu, ou si les niveaux sont tellement proches les uns des autres qu’ils apparaissent
comme continus au niveau macroscopique, la probabilité d’observer une énergie

comprise entre Eet E + 8E (6E < E) estégale a :
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Qg(E)ePEL

P (E) = m

(Eq.11)
Ou Q¢ (E) est le nombre de microétats compris entre E et E + 6E.

Si S est un systéme macroscopique normal, Qg(E) croit fortement, alors que e A%t est
une fonction décroissante. Le produit Qs(E)ePFt est alors une fonction fortement
piquée a lavaleur E = E =E.

Les fluctuations de P(E) autour de P(E) seront d’autant plus faibles que le nombre de

degrés de liberté du systeme est plus grand. Nous évaluerons ces fluctuations plus loin

. . . . , . . 1 N
et nous verrons que la largeur relative de la distribution en énergie varie comme 7 ou

N est le nombre de particules.

Ces fluctuations sont donc négligeables pour un systéme macroscopique. Dans ce cas,
I’ensemble canonique peut alors avantageusement remplacer 1’ensemble
microcanonique pour décrire les propriétés d’un systeme isolé, bien qu’il ne s’applique,
en toute rigueur, qu’a un systéme en équilibre avec un thermostat.

N.B!

Nous avons supposé que (S) est couplé a un thermostat extérieur (R). Il est aussi possible
d’utiliser 1’ensemble canonique pour étudier les propriétés d’un sous-systeme
appartenant a un systéeme dont la température est égale a T. Cela permet par la suite
d’¢étudier plus facilement les propriétés du systeme global. Dans ce cas, le role du
thermostat est joué par la partie du systeme complémentaire au sous-systeme étudié. Par
exemple, le sous-systeme peut étre une molécule appartenant a un gaz parfait. Le reste
du gaz joue, pour celle-ci, le role du thermostat. Cela peut étre aussi I’atome d’un réseau
cristallin & condition qu’il soit faiblement couplé (pour que les énergies soient additives)
aux autres atomes. Le reste du réseau constitue alors un thermostat pour I’atome
considéré, etc..

Il faut néanmoins garder a 1’esprit que si 1’on se place au niveau quantique, il faut étre
capable de distinguer le sous-systéme du reste pour pouvoir 1’étudier. Ceci n’est pas

toujours possible si les particules sont indiscernables.
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4. Grandeurs thermodynamiques
4.1. Energie interne

Nous travaillons ici a volume V et nombre N de particules constants (V et N constants).

L’énergie interne est la valeur moyenne de I'énergie sur I'ensemble canonique, avec la
T . . e PEIL
probabilité d'obtenir I’énergic : P;(E;) = > o FE
l

Alors I'expression de I'énergie moyenne est donnée par :

— -BE; 19Inz ZlE -BE; — dlnz
= = —e —_—— n = 1° = — n =
E=%EP =% E e PE an— P o = F o
aan —KBall’lZ —KBaan
_a 1 = 61 = 1aT
KgT T T2
- d0lnz olnz
E = —( ) =k TZ( ) Eq. 12

4.2. Pression

Travaillons maintenant a T et N constants et supposons que le volume V du systéeme
change de maniére quasi statique de la valeur V a la valeur V' + dV. Ce changement
entraine une modification des niveaux d’énergie. Lorsqu’un systéme de 1’ensemble est

dans un microétat (1) d’énergie (E;), la pression est donnée par :

= - () €

La pression d’un systéme est une valeur moyenne calculée sur tout le systéme matériel.

O0E e PEl
P z PlPl z (OV)TN Zl e~PEL

de~PEI 9E, = ;Tasze_ﬁE’ 1 3—5 - 1 (oz 1 (dlnz
w = P PP= YiePEL =E7DonC'P=E (E)T,N=E ( av )T,N=
dlnZ
kBT( av )T,N
- 1 [0z dlnz
P = ,B_Z (E)T,N - kBT( av )T,N (Eq 14)
4.3. Entropie

Supposons le nombre de particules N est constant. La fonction de partition dépend alors

de deux variables T (ou B) et I/, soit S¢ I’entropie canonique associé au systéme, avec :
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e PEL

xePEl
c e PEi e~ BEi . 1
S¢ = —kg l Zle_ﬁElln<Zle_ﬁEl> =8¢ = —kBZZe
Z=ZB,V)=Z(T,V)donc:

e PEI El
c — _ - =
S ks El 7 g HheinZ

S¢(T,V) = —kgY; P, In(P,) avec:P, =

—BE;

[-mz - gy ] avec:
n KaT avec.

§¢ = +kylnz (Eq. 15)

4.4, Capacité calorifique

_ (%) _ o [_omz g =X 1 9 _ _g.r29
Cv = (6T)N'V Toar o avec: f = KgT = dp = KpT? T = B KT T
_ 1 o[ 9dmlmz]_ 1 9*lmz _ B? 9%Inz )
= Cy = " KgTZ? B a8 ]_ KgT2 dB2  KgT? Ky a2 donc :
2
G = K () (Eq. 16)
B Iny

4.5. Energie libre
On appelle énergie libre notée F, la grandeur thermodynamique donnée par :
F=U-TS (Eq. 17)

U est I’énergie interne du systeme, T est sa température et S est son entropie.

F=U-TS=F=E—-TS" = E—TE +k31nZ]=—kBT1nZ

F=—kyTInZ (Eg. 18)

Nous admettrons, sans démonstration, que la relation (17), liant F et Z, est valable méme
si le nombre de particules varie. La relation entre 1’énergie libre et la fonction de
partition est particuliérement simple. Ceci n’est pas un accident. En thermodynamique,
on sait que lorsque les variables indépendantes choisies sont T,V et N.

L’énergie libre est la fonction d’état qui est la plus appropriée pour traiter les problémes.
Dans le cas de I’ensemble canonique, ou 1’on a les mémes variables indépendantes, c’est

la fonction de partition qui joue ce réle.
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4.6. Potentiel chimique
En thermodynamique chimique, le potentiel chimique noté (1) d'une espéce chimique
est la variation d'énergie d'un systéeme thermodynamique due a la variation de la quantité
de cette espece dans ce systeme. Donc, il correspond a la variation d'énergie E d'un
systéeme thermodynamique rapportée a la variation du nombre d'atomes N.
Nous avons supposé jusqu’ici que le nombre de particules, N, du systéme était constant.
Supposons a présent qu’il puisse varier. Alors, Z = Z(T,V,N). En différentiant
1’équation (16), on obtient :
F=U-TS> dF =dU —TdS — SdT avec:

dU = —PdV + TdS + pudN (Eq. 19)
= dF = —PdV + TdS + udN — TdS — SdT = —PdV — SdT + udN

dF = —PdV — SAT + pdN (Eg. 20)
En introduisant 1’équation. 17, dF = — kzd(T InZ) avec : Z = Z(T,V,N)

dlnz dT_I_Taan dv+T81nZ
oT av ON

dF = — kg [1nz +T dN] (Eq. 21)

Mettant les équations 19 et 20 égales, alors le potentiel chimique sera exprimé par :

dlnz

p=—kgT (a_N) TV (Eg. 22)

N.B!

@ Le potentiel chimique peut étre calculé par la méme méthode que celle utilisée pour
calculer la pression moyenne. En effet, le potentiel chimique (y;) associé au

microétat (I) est donné par 1’équation :

0E;

= (3) rv (Eq. 23)

On trouve pour la valeur moyenne (), que nous pouvons appeler (u) car les fluctuations

sont négligeables pour un systéme macroscopique, a nouveau I’expression (22).
Conclusion

Dans I’ensemble microcanonique, 1’énergie totale est fixée. Dans I’ensemble canonique,
c’est la température qui est fixée. Ceci correspond a un ensemble mis en contact avec

un réservoir thermique a température T, et qui est en “équilibre thermique avec ce
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réservoir. L’énergie par contre n’est pas constante. L’ensemble des grandeurs
thermodynamiques nécessaires pour la description physique de ce type de systemes
statistiques est introduit dans ce chapitre en fonction de la fonction de distribution
canonique. L’utilisation de celle-ci se révéle un outil particulierement puissant car il est
souvent possible de séparer Z en un produit de contributions indépendantes. Ainsi, au
lieu de résoudre un probléeme compliqué, on est amené a résoudre, de maniére

indépendante, plusieurs problémes beaucoup plus simples.
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EXERCICES PROPOSES

I.1. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de densité de probabilité est la
suivante :
1

— Si0< X <25
x) = {10vX
fX) 0

ailleurs

1. Démontrer que f (X) est une fonction de densité de probabilité normalisée.
2. Calculer p(9 < X < 16)
3. Calculer I’espérance E(X), la variance V (x) et I’écart-type o (X).

I.2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parameétre n =
20 etp = Y.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Calculer I’espérance E (X), la variance V (x) et I’écart-type o (X).

3. Calculer p(X < 3)etp(X > 1).

N!
nl(N-n)!

1.3. Soit la distribution binomiale suivante : p(n,N) = p"gN™™ avec:netN

deux nombres entiers naturels (n < N). p et g sont deux probabilités complémentaires :
(+q=1).
1. Montrer quesip << letn << N: (1 —p)V " = e™NP et

N um
(N-n)! '

2. Déduire que p(n, N) = p(n) = ’;—T: et avec u = Np.
3. Veérifier la condition de normalisation de p(n).

4. Montrer que u n’est autre que 7.

+oo X"

Nous donnons : e* = Y75, —
n!

I.4. Soit un marcheur qui se déplace, a chaque itération de 6x = 40 ¢cm pendant

&t = 2s, suivant un axe horizontal (0X).

Soit p la probabilité qu’il aille a droite avec un pas de (+ 8x) et g est la probabilité qu’il
aille a gauche avec un pas de (- 6x).

1. quelles est la probabilité p (N, n) de faire n pas a droite parmi N pas.
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2. Calculer les moyennes 7 et x.

3. On fixe des valeurs de n = 60 pas et N = 100 pas, calculer la distance parcourue
OM,,y au bout de n pas.

4. Démontrer que le marcheur dérive d’une vitesse constante v.

5. Calculer la variance V (x) et I’écart-type o (X).

al
b!(a-Db)!

a—-b

On donne la formule du binébme : (x + y)* = ¥, xPy
I1.1. Soient deux niveaux d’énergie £, et £, dégénérés respectivement 1 fois et 2 fois.
Deux particules A et B identiques supposees discernables sont distribuées sur ces deux
niveaux.

1. Montrer par un schéma simplifié les états macroscopiques et microscopiques
accessibles.

2. Si les particules A et B sont indiscernables, quels sont les états macroscopiques et
microscopiques possibles.

3. Si ces particules indiscernables sont des électrons, combien reste-t-il des états
microscopiques et macroscopiques compatibles avec leur nature quantique ?

I1.2. Considérons un oscillateur harmonique en vibration sur un axe (0X)

—_—
A
0 X

unidimensionnel (Figure ci-contre).

v

Le mouvement de cet oscillateur est repéré par sa position x

et son impulsion p,.

1. Donner I’expression de 1°énergie totale (E;) de cet oscillateur.
2. Déterminer 1’espace des phases qui exprime les états accessibles a cet oscillateur.

- Admettons que les états d’énergie quantifiée (E,,) de cet oscillateur sont donnés par

I’expression suivante : E,, = (% + n)hAw , n est un entier naturel (n € N).

3. Calculer I’énergie E, et le degré de dégénérescence g des cing premiers états.

4. Tracer le diagramme d’énergie correspondant.
5. Calculer les probabilités P (E = %hw) etP(E = g hw).

6. Calculer le nombre d’états ¢p(E) d’énergiec E < E,,.

7. Déduire que la densité d’états p(E) est constante.
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11.3. Soit une particule de masse m libre en mouvement est contrainte de se déplacer

entre deux murs de potentiel V infinis séparés par une distance L

(Figure ci -contre). @
1. Déterminer I’espace en phases des états accessibles a cette
particule.
2. Déterminer 1’expression de I’énergie E, des n états V=0
. 2 >
accessibles. =0 Y=L

3. Calculer le degré de degénérescence g de chaque état.
4. Calculer le nombre d’états ¢ (E) d’énergie E < E,,.
5. Déterminer le nombre d’états 6¢ (E) localisés d’énergie compris entre E et E + 6E.

6. Déduire I’expression de la densité d’états p(E).

11.4. Les niveaux d’énergie E, d’un oscillateur harmonique a deux dimensions sont
donnés par I’expression suivante : E, = (n, +n, + 1)hw. OU: n,,n, des entiers
naturels.

1. Calculer I’énergie E,, et le degré de dégénérescence g des cing premiers niveaux.

2. Exprimer g en fonction de n.

3. Tracer le diagramme d’énergie correspondant.

4. Calculer les probabilités P(E = 2 hw)et P(E = 4 hw)

I1.5. Soit une particule de masse m libre en mouvement confinée dans une boite cubique
de coté L.

1. Déterminer 1’expression de son énergie quantifiee E,,.

2. Déduire le degré de dégénérescence g des dix premiers niveaux d’énergie.

3. Tracer le diagramme d’énergie correspondant.

11.6. Soit un systéeme de N particules fixes et identiques de spin %2 et de 0% ﬂt T
moment magnétique individuel f,. Le moment magnétique i, de chaque

particule a deux orientations possibles (vers le haut T ou vers le bas ).

On place le systéeme dans une région ou regne un champ magnétique B,

orienté suivant un axe fixe (0Z2). (Voir la figure ci-contre).

1. Donner I’expression de 1’énergie d’interaction E entre fi, et Eg.
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2. Déterminer les états d’énergie accessibles a une particule quand le

systeme atteint 1’équilibre thermodynamique.

- On suppose que le systéme est formé de quatre particules (N=4). L’orientation du
moment magnétique i, d’une particule (i) est représentée par un nombre entier g; =
+1, i=1,234.

3. Donner dans un tableau les valeurs de (oy, 0, ,03) ainsi que les valeurs de 1’énergie
total E; et du moment magnétique total u; du systeme a 1’équilibre thermodynamique.
4. Tracer le diagramme d’énergie E7.

5. Déterminer le nombre total d’états accessibles a ce systeme.

6. Calculer les probabilités p (E;) pour chaque valeur E; calculée .

7. Tracer la fonction de probabilité p(E7).

8. Calculer la moyenne Ej.

- Qu’en déduisez-vous ?

I1.7 Soit un électron d’énergie E,, = 1 eV confiné dans une boite quantique cubique de
coté L = 1mm.

1. Déterminer la fonction d’onde Y () de 1’¢électron en régime stationnaire.

2. Calculer la longueur d’onde A corrspondante.

3. Démontrer que méme pour un seul électron, I’approximation continue est vérifiée
pour des énergies E < E.

4. Déterminer le volume occupé pour un seul microétat dans 1’espace des phases (&) de
coordonnées généralisées R, (7, E) j=123.

5. Calculer le nombre de microétats ¢(E) pour des énergies E < E,,.

6. Déduire I’expression de la densité d’états p (E).

7. Démontrer que p (E) dE = % dp ou : h represente la constante de Plank et p est la
quantit¢ de mouvement de 1’¢lectron.

- Soit A une observable quelconque qui caractérise 1’¢lectron confiné.

8. Calculer la moyenne de (4).

9. Déduire I’expression de la densité de phases p(7, p) dans ’espace des phases (€)
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I11.1. Un récipient de volume V contient un gaz de N molécules (gaz parfait). On donne
P, la probabilité de trouver une molécule dans un petit volume v. Supposons que cette
probabilité est la méme en tout point du volume V.

1. Ecrire I’expression de la probabilité P.

2. Déterminer I’expression de la probabilité P(n) pour qu’il y ait exactement n
molécules dans le petit volume v.

3. En déduire le nombre moyen des molécules () dans le petit volume v.

At g

4. Montrer que si v «< V, P(n) peut s’écrire sous la forme suivante : P(n) = —e n

111.2. Un ensemble statistique présente m variables aléatoires {x;, x,, x5, ... ... X, } dont

la distribution de probabilités est {Pj}j:12

.......

par :

G= —k Zj:TP]lnP] K = constante > 0
1. En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, déterminer la probabilité
(P;) dans le cas ou G soit maximale.

2. Dans ce cas, que représentent x,,et G ?

Méthode des multiplicateurs de Lagrange : AZ]- P, =1, A= constante >0

I11.3. Considérons un gaz de N particules identiques en interaction contenu dans un

volume V. Le nombre de microétats accessibles ¢(E) est donné par 1’expression

N
suivante : ¢(E) = ";—N CsyR3N

Y/
Ou:h = 6.62 x 1073* m? kg /s (Constante de Planck), C, = ”TZ etR = (2mE) ™.

)

1. Ecrire I’expression finale de ¢ (E).

2. Déterminer le nombre d’états §¢(E) = Q(E) trouvés dans un intervalle d’énergie
compris entre E et E + SE.

3. Calculer la densité d’états p (E).

4. En utilisant la définition statistique de I’entropie S : S = kzIn(Q(E))

Olkg = 1,38 x 1072 m? kg /s? K (Constante de Boltzmann).

- Démontrer que pour N > et §E < E, S peut s’écrire sous la forme suivante :
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4mmE 2 3
11’1( V/3) +§

S(E,V,N)=kBN W

- Pour le calcul de I’entropie S en utilisant, également, I’approximation de Sterling :
Six>1:ln(x—1) !~ In(x)! =~ xin(x) — x.

I11.4. On considere une mole d’un cristal composé de N atomes identiques disposés dans
un réseau cristallin tridimensionnel régulier. Chaque atome est susceptible d’effectuer
des oscillations harmoniques suivant chacune des trois directions (0X), (0Y) et (02)
indépendamment des atomes voisins. Donc, ces N atomes interagissent trés faiblement
les uns avec les autres et constituent un réservoir de chaleur a une température T. En

mécanique quantique on montre que 1’atome est susceptible d’effectuer des oscillations

d’énergie quantifiéee :E, =E, E, =2E,E; =3E,..........,E, = nE (niveaux  non

dégénérés)

- Soit Z(T) = : — la fonction de partition correspondante a la distribution des
1—e KBT

atomes entre leurs différents états d’énergie.

1. Donner la probabilité P;(E;) de trouver un atome dans un niveau d’énergiec E;.

2. Donner I’expression de 1’énergie moyenne (E) associée au mouvement vibratoire
d’un atome dans une seule direction.

3. En déduire Eyy,dans les trois directions (OX), (OY) et (0Z).

4. Déduire I’expression de I’énergie interne moyenne U résultante de toutes les
vibrations des N atomes.

Données numériques :

kg = 1,38 x 1072 m? kg /s?, N, = 6,023 X 102> mol™, E =kz0 ,0 =
400K , T =20K.

I11.5. Une caractérisation optoélectronique d’un matériau semiconducteur révele la
présence des états d’énergie localisés dans le gap liés aux défauts présents. Supposons
que ces defauts sont indépendants (sans interaction), localisés spatialement
(discernables) et qui ne peuvent se trouver que dans deux états d’énergie que 1’on note

E, et E; (E; > E;). Le semiconducteur est maintenu a une température T. Soit z =
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_Ei
Y.; e KBT la fonction de partition microcanonique correspondante a la distribution de

chaque défaut entre ses différents états d’énergie. En posant: E = E; — E,,.

1. Déterminer la fonction de partition z d’un seul défaut en fonction de E, E et de § =

YT
2. Exprimer la fonction de partition canonique Z correspondante & N defauts.
3. Calculer I’énergie interne U (E, T, N) de I’ensemble de N défauts.
4. Déduire que I’énergie libre F de cet ensemble s’écrit :
F(E,T,N) = —kgTIn[Z] = NE, — NkzT.In(1 + e PF)

5. En déduire I’entropie canonique S(E,T,N) sachant qu’il est exprimé par: S =

OF

oTly
6. A partir de I’expression trouvée de 1’énergie U, discuter les occupations des niveaux

E,etE; danslescasou T — Oet T — oo.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

I.1. 1. Démonstration que f (X) est une fonction de densité de probabilité normalisée :

f (X) est normalisée, si : 25f X)dX=1, 25f X)dX = — dX =
0 0 10\/_

lx1 2 * =1

5 0

2. Calcule de la probabilité p(9 < X < 16) :

p(9<Xx<16)= [ FdX——x1/2| =2

3. Calcul de I’espérance E (X), la variance V (x) et I’écart-type o (X) :
25 25 1 1 3, |25 25

E(X)=J X (X)dX=j X——=dX=-—x"/2| == =833
0 / o 10VX 15 |0 3

— =2 — 25 25 1 1 57|25
— Y2 _ S Y2 — 2 — 2_1 _ 1>/ _
V@ = X2~ X avec: X2 = [PX2f (X)dX = [CX o dX= x| =

125 donc:

V(x) =125 —8.33% = 55.61

o (X) = /V(x) = V55.61 = 7.45.
1.3. 1.a. Démonstration que (1 — P)N ™" =~ e NP :

In(1—P)""=(N—-n)In(1 — P) etpuisque P << 1=>In(1 —P) = —Petn <<
N=>n=Ndonc:In(1-P)" "~ —-NP = (1—-P)N "= ¢ NP

~ n

~

1.b. Démonstration que = )'

N! N(N—1)(N—2)(N—3) e (N = (n = 1))(N = n)!
= —1
(N —n)! (N —n)!
(N” 5= NN = DN = 2)(N = 3) ... (N = (n — 1)) et puiisque n << N =
N _ NNNN....= N". Parla suite, on aura : N~ Nm
(N-n)! (N-n)!
2. D’aprés les résultats précédents, on aura: p(n,N) :n'(jvv_!n)'p”(l—P)N‘” =

pn NP _ N:!ne—NP et puisque‘u = Np =4 p(n, N) = I:l—‘r:e_ll
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3. La normalisation de p(n, N)

—op(n,N) = Y= °°’1i et =ektyn=- “%— eltet" =1donc: Y=y p(n,N) =1

3. Démonstrationquen = u

n = o np(n,N) = et ynz ni” =eHt Yn-? W etuyn=y W et
p n=1 n(n-1)! n=1 1)1 HZn=1 (n-1)!
n=oo m= ooli — U — SU +u _
”1(n1)' = ym= — =¢t donc:n =eéetuet™ =u
11.2. 1. L’expression de 1°énergie totale (E;) de 1’oscillateur : —
2 . \
Er=-kx*+-muv2= = kx?+2. W R
2 2 2 2m 5 >
k présente la constante de raideur de I’oscillateur.
P, présente I’impulsion (quantité de mouvement) de 1’oscillateur
2. Détermination de I’espace des phases :
2 x2 P2 R , . R .
E= - k o —z + amE)y 1 c’est une equatlon d’une ellipse de Ia
(/%)
+2mE
forme : N
5 5 mw? mwz
= +2 =1 ici, lapulsation w = \/E
a b? m
—ZmE
Donc I’espace des phases est un ellipse qui contient les états accessibles de 1’oscillateur.
3. Calcul de I’énergie E, et le degré de dégénéerescence g des cing premiers états :
Niveaul (n=0): E, = % hw et g o1 (Niveau fondamental ) A
Niveau2 (n=1):E, = % hwetg =1 Niveau excites
Niveau3(n=2):En=§hwetg=1 n=4
Niveau4(n=3):En=§hwetg= =
n=1
Niveau5 (n =4): E, = 2 hwetg = Diagramme d’énergig dgs p premiers niveaux
2

5. Calcul des probabilités P (E = Ehw) etP( = ghw):
P (E = zhw)= ( = —hw)zé
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6. Calcul du nombre d’états ¢p(E) d’énergic E < E,, :
¢(E) =n= % car g = 1 pour chaque niveau.

7. Calcul de la densité d’états p(E) :

dp(E) 1

= — = constante
dE hw

11.3. 1. Détermination de 1’espace des phases :

p(E) =

L’énergie totale de cet oscillateur est :
1 1 . . .
Er =k x% + Sm v, % et puisque la particule est libre alors:

P2

Er = o = P, = +,/2mE; donc I’espace des phases est schématisé ci-contre par ce

rectangle R
+V2mE vV Vv
0 L
V=0
—\2mE - »
Zme x=0 x=L ¥x

2. L’expression de 1’énergie E,, des n états accessibles :
D’apres 1’équation de Schrodinger : HY = Ey la solution prise pour 1’approximation
d’un gae libre est : Y (x,t) = Asin(k,x + @) avec: (0) = (L) = 0 donc : pour

{ Pp0)=0=¢=0
Y(L)=0=>k,L=n,m,n, €N*

isque ' E = _ _ R am
et puisque : E = 2meth— hk, =h - on

aura .

Nn,m, 2
B2 (45 o\
E= mom 2= o)™

3. Calcul du degreé de dégénérescence g de chaque état :

D’aprées I’expression de E,_, on remarque que pour chaque

valeur prise de n,, on a une seule valeur de

E,, correspondante = g = 1

4. Calcul de nombre d’états ¢ (E) d’énergie E < E,, :

1
E) = = — V2mE
d)( ) nx n_h m
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5. Détermination du nombre d’états 6¢p(E) localisés d’énergie compris entre E et E +
OF :

_dp(E) 1 6

6. L expression de la densité d’états p(E) :

_dqb(E)_ L [2m
plE) = dE _2nh\/;

I11.2. 1. Détermination de la probabilité (P;) :

G = —ij::TlenPj K > 0, G est maximal si :T? =0V 1<) <m.Cecidonneun
]

systeme de m équations différentielles dont les inconnues sont les (P;). Mais puisque

Y (P) = 1donc les m inconnues ne seront plus indépendantes et on aura (m — 1)

inconnues indépendantes. A la fin, on aura n systeme de m équations différentielles avec
(m — 1) inconnues indépendantes.
Pour compléter le jeu de m inconnues indépendantes, on ajoute une constante inconnue

(A) et suivant la méthode des multiplicateurs de Lagrange: A%; (P;)) =1 . G est
maximal= G’ = ¥;[A P; — K P;In P;]. C’est une équation «équivalente a la premiére

: . . . , N aG
mais elle présente m équations avec m inconnues indépendantes. Alors : Yy 0=>1-
j

[KIn (P)+ K] =0= P, = ¢ “/k = constante (car 1 et K sont des constantes)
p=e k=Y, (B)=mPp=1>PF=2vi<j<m

2.Si P = iv 1<j<met{xg,xy X3, e ... X, } sont des variables aléatoires associées
a la probabilité P;, alors: les x,, représentent les microétats accessibles et G ¢ =

1, 1
—km—In—
m m

G = —KIn (%) qui représente ’entropie du systéme.

I11.3. 1. L’expression finale de ¢ (E) :

vN an VN e 3N/
¢(E) = v GnR™Y = o5 Ty, (2mE) /2

()
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2. Détermination de nombre d’états §¢(E) = Q(E) :
5p(E) = “E2 5E = Q(E) avec:

dp(E) a |v¥ o'/ vV 72 3N any, 3
5 = 3E hﬁ( ) (2mE)*" d= (ﬂ)' —(@m) /2(E)2 = 6¢(E)
2 2 )

_ 3N VN 2rmE)™/2 6E
~ 2 N (3N E
()
3. Calcul de la densité d’états p (E) :
dp(E) 3N V" rmE)*"/2 1
dE 2 h3N (3N E
()

p(E) =

4. Calcul de I’entropie S :

3N VN 2nmE)*"/2 6E
2 h3N (3N E
()

3N
N/ NE
S =kyln [3N vN 2mme)’ 26E] — k, [l ((anEV 3) ) In (3N _ 1) +1In ?]

S=kpIn(Q(E)) = S = kzIn(6¢(E)) = kg In

3N (2rmEV?/3) e 3N, (3N 3N
et puisque N »= — > =.Donc:S = kg |In (—2) ——1In (—) I+ —
2 h 2 2 2

3N 1)1 & 3N\ — 3N 3V _ 3N

et In ( 1) 1n(2). > ln2 .

. SE , s
En plus, siN »>= — estun terme négligeable devant les autres termes. Donc :

2 3N/,
In <(47TmEV 3) ) +§
3Nh? 2

(ammEV/3) 3

3N
S = kB [?th-l-z] = kBN
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