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La notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des mathématiques modernes. Il s’agit de
dégager les propriétés communes que partagent des ensembles pourtant tres différents. Par exemple, on
peut additionner deux vecteurs du plan, et aussi multiplier un vecteur par un réel (pour I'agrandir ou le
rétrécir). Mais on peut aussi additionner deux fonctions, ou multiplier une fonction par un réel. Méme chose
avec les polynOmes, les matrices,... Le but est d’obtenir des théorémes généraux qui s’appliqueront aussi bien
aux vecteurs du plan, de I'espace, aux espaces de fonctions, aux polyndémes, aux matrices,... La contrepartie
de cette grande généralité de situations est que la notion d’espace vectoriel est difficile a appréhender et

vous demandera une quantité conséquente de travail ! Il est bon d’avoir d’abord étudié le chapitre « L'espace
vectoriel R™ ».

1. Espace vectoriel

Dans ce chapitre, K désigne un corps. Dans la plupart des exemples, ce sera le corps des réels R.

1.1. Définition d’un espace vectoriel

Un espace vectoriel est un ensemble formé de vecteurs, de sorte que 'on puisse additionner (et soustraire)
deux vecteurs u, v pour en former un troisieme u + v (ou u—v) et aussi afin que 'on puisse multiplier
chaque vecteur u d'un facteur A pour obtenir un vecteur A - u. Voici la définition formelle :

Définition
Un est un ensemble non vide E muni :
» d’une loi de composition interne, c’est-a-dire d’une application de E x E dans E :

ExXE — E
(w,v) —» u+v
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o d’une loi de composition externe, c’est-a-dire d’une application de K x E dans E :
KxE — E
Au) —» A-u

qui vérifient les propriétés suivantes :

u+v=v+u (pourtousu,v €E)

u+(wv+w)=@+v)+w (pourtousu,v,w € E)

Il existe un Op€Etelqueu+0g=u (pour toutu € E)

Tout u € E admet un u’ tel que u+ u’ = 0g. Cet élément u’ est noté —u.

l-u=u (pourtoutu€E)
A-(u-uy=(Au)-u (pourtous A,u €K, u€<E)
A-(u+v)=A-u+A-v (pourtous A €K, u,v€E)

® N o hH W=

(A4+w)-u=A-u+u-u (pourtous A,u €K, u€<kE)

Nous reviendrons en détail sur chacune de ces propriétés juste apres des exemples.

1.2. Premiers exemples

Exemple (Le R-espace vectoriel R?).
Posons K =R et E = R?. Un élément u € E est donc un couple (x, y) avec x élément de R et y élément de
R. Ceci s’écrit
]Rzz{(x,yﬂxeR,ye]R}.
o Définition de la loi interne. Si (x, y) et (x’,y’) sont deux éléments de R?, alors :
o)+ Y )= +xy +y).
o Définition de la loi externe. Si A est un réel et (x, y) est un élément de R?, alors :
A-(x,y)=(Ax, Ay).

L’élément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0, 0). Le symétrique de (x, y) est (—x,—y), que 'on
note aussi —(x, y).
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ESPACES VECTORIELS

1.3. Terminologie et notations

Rassemblons les définitions déja vues.
e On appelle les éléments de E des . Au lieu de K-espace vectoriel, on dit aussi espace vectoriel
sur K.
o Les éléments de K seront appelés des
e Il 0 s’appelle aussi le . Il ne doit pas étre confondu avec I'é1ément O de K.
Lorsqu’il n’y aura pas de risque de confusion, Oy sera aussi noté 0.

e Le —u d’un vecteur u € E s’appelle aussi I’

« La loi de composition interne sur E (notée usuellement +) est appelée couramment I'addition et u + u’
est appelée somme des vecteurs u et u’.

» Laloi de composition externe sur E est appelée couramment multiplication par un scalaire. La multipli-
cation du vecteur u par le scalaire A sera souvent notée simplement Au, au lieu de A - u.

Il est possible de définir, par récurrence, I'addition de n vecteurs, n > 2. La structure
d’espace vectoriel permet de définir 'addition de deux vecteurs (et initialise le processus). Si maintenant la
somme de n — 1 vecteurs est définie, alors la somme de n vecteurs vy, V,,..., v, est définie par

Vitvot v, =i+ va v g) Hv,.
L'associativité de la loi + nous permet de ne pas mettre de parentheses dans la somme v; + vy + -+ v,,.
n

On notera v; + vy +---+v, =Zvi.
i=1

1.4. Regles de calcul

Proposition
Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soientu € Eet A€ K. Alorson a :

1. 0-u=0;

2. A-0; =05
3. (1) u=—u
4

Au=0; &< A=0 ou u=0g

Lopération qui a (u, v) associe u + (—v) s’appelle la . Le vecteur u + (—v) est noté u—v. Les
propriétés suivantes sont satisfaites : A(u—v) = Au— Av et (A — uw)u = Au— uu.

2. Famille libre

2.1. Combinaison linéaire

Soit E un K-espace vectoriel.
Définition
Soient vy, Vs, ..., V,, p > 1 vecteurs d’'un espace vectoriel E. Tout vecteur de la forme
U=2Avi+Avp+ -+ A5,

(ot A1, A,,..., A, sont des éléments de K) est appelé des vecteurs v, Vq,...,V,.
1,742 P 1> Y2 D
Les scalaires A, Ao, ..., Ap sont appelés de la combinaison linéaire.
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2.2. Définition

Définition
Une famille {v;,v,,...,v,} de E est une ou si toute combinaison
linéaire nulle
Alvl +AzV2+"‘+Apr =0
est telle que tous ses coefficients sont nuls, c’est-a-dire

)(.1:0, )L2:0, APZO

Dans le cas contraire, c’est-a-dire s’il existe une combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls, on
dit que la famille est ou . Une telle combinaison linéaire s’appelle alors une
entre les v;.

2.3. Premiers exemples

Pour des vecteurs de R", décider si une famille {v,,...,v,} est libre ou liée revient a résoudre un systéme
linéaire.
Exemple
Dans le R-espace vectoriel R®, considérons la famille
1 4 2
21,151,111
3 6 0

On souhaite déterminer si elle est libre ou liée. On cherche des scalaires (11, A5, A3) tels que
1 4 2 0
M (3)+22(3) +2s(3) = (5)

A+ 4hy 4+ 243 = O

24, + 54, + A3 =

34, + 64, =0
On calcule que ce systéme est équivalent a :

A.]_ - 22,3 = 0
Ay

ce qui équivaut au systéme :

o

+ A3 =0
Ce systéme a une infinité de solutions et en prenant par exemple A; = 1 on obtient A; =2 et A, =—1, ce
qui fait que
1 4 2 0
2(2—=15)+[1|=]0
3 6 0 0
La famille
1 4 2
21,151,]1
3 6 0

est donc une famille liée.
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Exemple
Soient v; = G), vy = (—21 ), V3 = (?) Est-ce que la famille {v;,v,,v3} est libre ou liée ? Résolvons le
systéme linéaire correspondant a I’équation A;v; + A,vy + A3v3 =0:

A+ 24 + 223 = 0

M — Ay + A 0

A + A3 =0
On résout ce systéme et on trouve comme seule solution A; =0, A, =0, A; = 0. La famille {v;, v,, v5} est
donc une famille libre.

Exemple
2 1 7
Soient v; = (_01 ), Vy = ( z ) et vy = (_51 ) Alors {vy, vy, v3} forme une famille liée, car
8

3V1 +V2—V3:O.

2.4. Famille liée

Soit E un K-espace vectoriel. Si v # 0, la famille a un seul vecteur {v} est libre (et liée si v = 0). Considérons
le cas particulier d’'une famille de deux vecteurs.

Proposition
La famille {v,, vy} est liée si et seulement si v; est un multiple de v, ou v, est un multiple de v.

Ce qui se reformule ainsi par contraposition : « La famille {v;, v,} est libre si et seulement si v; n’est pas un
multiple de v, et v, n’est pas un multiple de v;. »

3. Famille génératrice

Soit E un espace vectoriel sur un corps K.

3.1. Définition

Définition
Soient vy, ..., v, des vecteurs de E. La famille {v;,...,v,} estune de I’espace vectoriel
E si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., Vp-

Ce qui peut s’écrire aussi :

VveE A, .4, €K v=2~Avi++ A,

On dit aussi que la famille {v;,...,v,} I'espace vectoriel E.
Cette notion est bien sir liée a la notion de sous-espace vectoriel engendré : les vecteurs {vy,...,v,} forment
une famille génératrice de E si et seulement si E = Vect(vy,...,V,).

3.2. Exemples

Exemple
o 1 0 0 3 )
Considérons par exemple les vecteurs v; = (8) , Vo = ( ! ) et vy = ((1)) de E =R°. La famille {v;, vy, v3} est

. X 7 .
generatrice car tout vecteur v = ('}z/) de RB peut s’écrire

(1)=x(g)+>(5)+=(5)-

Les coefficients sontici A; = x, A, =¥, A3 = 2.
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Exemple
. . 1 1
Soient maintenant les vecteurs v; = (%), Vy = (%) de E = R®. Les vecteurs {v;,v,} ne forment pas une
famille génératrice de R3. Par exemple, le vecteur v = ( (1) ) n’est pas dans Vect(v,,v,). En effet, si c’était
o . s (0 1 1
le cas, alors il existerait A1, A, € R tels que v = A;v; + A,v,. Ce qui s’écrirait aussi ((1)) =1 (%) +2, (%),
d’ott le systéme linéaire :

A1+ Ay 0
A,]_ + 2242 = 1
A]_ + 312 =0

Ce systéme n’a pas de solution. (La premiére et la derniere ligne impliquent A; = 0,4, = 0, ce qui est
incompatible avec la deuxiéme.)

Exemple
Soit E = R2.

e Soientv; = ((1)) etvy = (‘1)) La famille {v;, v, } est génératrice de R? car tout vecteur de R? se décompose
comme (5) = x (3) + (9).

+ Soient maintenant v; = (%) etv, = (%) Alors {v],v,} est aussi une famille génératrice. En effet, soit
V= (jc,) un élément quelconque de R2. Montrer que v est combinaison linéaire de V] et v, revient a
démontrer l'existence de deux réels A et y tels que v = Av] + puv,. Il s’agit donc d’étudier I'existence de
solutions au systéme :

2A+u = x
{ Atp =y
Il a pour solution A = x —y et u = —x + 2y, et ceci, quels que soient les réels x et y.
Ceci prouve qu’il peut exister plusieurs familles finies différentes, non incluses les unes dans les autres,
engendrant le méme espace vectoriel.

3.3. Liens entre familles génératrices

La proposition suivante est souvent utile :

Proposition
Soit F = {vl,vz, . ..,vp} une famille génératrice de E. Alors F' = {v{,vé, . ..,vé} est aussi une famille
génératrice de E si et seulement si tout vecteur de F est une combinaison linéaire de vecteurs de F'.

4. Base

La notion de base généralise la notion de repére. Dans R2, un repere est donné par un couple de vecteurs
non colinéaires. Dans R®, un repére est donné par un triplet de vecteurs non coplanaires. Dans un repére,
un vecteur se décompose suivant les vecteurs d’une base. Il en sera de méme pour une base d’un espace
vectoriel.
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4.1. Définition

Définition (Base d’un espace vectoriel).
Soit E un K-espace vectoriel. Une famille 8 = (v, V,,...,V,) de vecteurs de E est une de E si &
est une famille libre et génératrice.

Théoreme
Soit B = (v1,Vs,...,V,) une base de Uespace vectoriel E. Tout vecteur v € E s’exprime de fagcon unique
comme combinaison linéaire d’éléments de 9. Autrement dit, il existe des scalaires A,,..., A, € K uniques

tels que :
V= Alvl + AzV2 +--- 4+ Anvn.
Remarque.
1. (A4,...,A,) sappellent les du vecteur v dans la base 2.

2. 11 faut observer que pour une base 8 = (v;,V,,...,V,) on introduit un ordre sur les vecteurs. Bien
s(ir, si on permutait les vecteurs on obtiendrait toujours une base, mais il faudrait aussi permuter les
coordonnées.

3. Notez que l'application

¢ : K' — E
(A A9, ee 05 An) = Aqvi+ A+ + A0,

est un isomorphisme de I'espace vectoriel K" vers I'espace vectoriel E.

Preuve du théoréme 2.
 Par définition, % est une famille génératrice de E, donc pour tout v € E il existe A;,..., A, € K tels que
V= lel + 121/2 +---+ Anvn.

Cela prouve la partie existence.

Il reste a montrer l'unicité des A, A,, ..., A,. Soient uy, U, ..., U, € K d’autres scalaires tels que v =
WiV +UgVo+- - -+, Vv,. Alors, par différence on a : (A —uq)v; +(Ay—po)vo+- - - +(A,—u,)v, = 0. Comme
B ={v1,...,V,} est une famille libre, ceci implique A; —pu; =0, A, —uy =0,
donc Ay =pqg, Ay =pa, ..., A;=U,.

ey Ap—u,=0et

O
4.2. Exemples
Exemple
1. Soient les vecteurs e; = ((1,) ete, = ((1)) Alors (eq, e,) est une base de R?, appelée de
R2
2. Soient les vecteurs v; = (?) et vy = (%) Alors (v4,v,) forment aussi une base de R2.
yey V=24V + A,
Nl
/,/’/// ///: 63
Asvy /,"///// // 3
vy o 3
Ay | e
€y :
V1 |
e ‘xel e
. 3 . (1 (0 (0 3
3. De méme dans R>, sie; = (8), ey = ((1)), es = ((1)), alors (e, e, e5) forment la de R”.
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Exemple

) 1 2 3 . 3
Soient v; = (%), Vy = ((9)) et vy = (i) Montrons que la famille 98 = (v;, v,, v3) est une base de R”.
Dans les deux premiers points, nous ramenons le probleme a I'’étude d’'un systeme linéaire.

a
1. Montrons d’abord que 2 est une famille génératrice de R3. Soit v = (g%) un vecteur quelconque de R3.
3
On cherche A, A5, A5 € R tels que

V= A,]_V]. + Asz + ASVB-

Ceci se reformule comme suit :

a; 1 2 3 A1 +2A,4+ 32,
sy | = 2,1 2|+ Az 9|+ Ag 3= 2),1 + 97(42 + 32,3
ds 1 0 4 A] + 47(,3
Ceci conduit au systéme suivant :
A’l + 212 + 3}/3’ = aq
22,1 + 9%.2 + 3A3 = Qs (S)
A’l + 4%3 = das.

Il nous restera a montrer que ce systeme a une solution A, A5, A5.

2. Pour montrer que & est une famille libre, il faut montrer que I'unique solution de

Alvl + ).21/2 + 2,31/3 =0

est
A’l == A’Z == 13 == 0
Ceci équivaut a montrer que le systéme
A‘l + 212 + 313 = 0
22.1 + 9).2 + 313 =0 (S,)
A’l + 413 = 0
a une unique solution
A’l == Az == A,g =0

4.3. Existence d’une base

Voyons maintenant un théoréme d’existence d’une base finie. Dans la suite, les espaces vectoriels sont
supposés non réduits a {0}.

Théoréme (Théoréme d’existence d’une base).
Tout espace vectoriel admettant une famille finie génératrice admet une base.
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5. Dimension d’un espace vectoriel

5.1. Définition

Définition
Un K-espace vectoriel E admettant une base ayant un nombre fini d’éléments est dit de

Par le théoréme 3 d’existence d’'une base, c’est équivalent a I’existence d’une famille finie génératrice.
On va pouvoir parler de la dimension d’'un espace vectoriel grace au théoréme suivant :

Théoréme (Théoréme de la dimension).
Toutes les bases d’'un espace vectoriel E de dimension finie ont le méme nombre d’éléments.

Nous détaillerons la preuve un peu plus loin.
Définition
La d’un espace vectoriel de dimension finie E, notée dimE, est par définition le nombre
d’éléments d’'une base de E.

Méthodologie. Pour déterminer la dimension d’un espace vectoriel, il suffit de trouver une base de E (une
famille a la fois libre et génératrice) : le cardinal (nombre d’éléments) de cette famille donne la dimension
de E. Le théoreme 6 de la dimension prouve que méme si on choisissait une base différente alors ces deux
bases auraient le méme nombre d’éléments.

Convention. On convient d’attribuer a ’espace vectoriel {0} la dimension 0.

5.2. Exemples

Exemple

1. La base canonique de R? est (($),(9)). La dimension de R? est donc 2.

2. Les vecteurs (( % ) ) ( % )) forment aussi une base de R?, et illustrent gqu'une autre base contient le méme
nombre d’éléments.

3. Plus généralement, K" est de dimension n, car par exemple sa base canonique (eq,e,, ..., e,) contient n
éléments.

4. dimR,[X]=n+1 car une base de R,[X] est (1,X,X2,...,X"), qui contient n + 1 éléments.
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