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Chapitre 03 : FORMALISME DE HAMILTON



1. Formalisme hamiltonien

» Lagrange avait reussi a decrire les équations pour le mouvement de la
lune et des planetes sous forme d'une equation du premier ordre
connue sous le nom d'équations planetaires, qui sont en principe plus
facile a résoudre par rapport aux equations de Lagrange qui sont-elles

du deuxieme ordre.

» Lagrange voulait donc elargir cette idée et réécrire en générale les
equations de Lagrange que nous avons vu dans le formalisme

lagrangien sous forme d'équation du premier ordre.



> Pour transformé une équation du deuxiéme ordre en deux équations d'ordre

un, il suffit d'introduire le dérive premier comme nouvelle inconnue.

» Nous avons vu que le formalisme lagrangien est base sur une description
du systeme par les variables g et g, ou autrement dit, par les coordonnées et

les vitesses généralisés.
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Les « £ » equations de Lagrange sont des équations du deuxieme ordre en « t »
qui ne sont pas forcément facile a résoudre, il est donc plus convenable de
transformer ce systeme de « £ » équations du deuxieme ordre en « t » en un

systeme de deux « £ » équation du premier ordre en « t».



Pour faire cela, Lagrange a introduit des nouvelles quantites qu'il appelle

Impulsion p; déefinie comme :

Pk = 5 (2)

avec cette nouvelle définition les équations de Lagrange s'écrivent plus

simplement ainsi :

d( ) =0 =P, = 3
dt Pk 00, At —Pk—aqk (3)

Dans ce nouveau formalisme la description du systeme se fait par les

variables g et p, donc par les coordonnées generalisees et par les

Impulsions.



Comme nous l'avons vues, le lagrangien est une fonction des variables g et g

L(Ch; (o, C.Ill qf)

La différentielle de lagrangien s'écrit donc ainsi :

Y

2 6L 2 "y (4)
— o dk

— an — o

Ou on rappelle que la somme se fait sur les « £ » degreés de libertés du

systeme, dans cette différentielle nous voyons apparaitre ces deux deérivés
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En prenant en compte ces egalités, nous pouvons réécrire ainsi la

différentielle de lagrangien

4 4
dL= ) Pedai+ ) peddi  (5)
k=1 k=1

Dans cette expression nous pouvons écrire le deuxieme terme a droite

d'une facon plus commode.



Ecrivons la différentielle de la somme des p;, fois gy

y y y
d 2 Prqk | = 2 prdqy + 2 Jr APy
k=1 k=1 k=1

’ y y
z prdqy = d z Pk | — z qrAdpx (6)
k=1 k=1 k=1

Réinjectons I'equation (6) dans I'équation (5), nous obtiendrons :



y
dL = Z prdq, +d Z Prqk | — z qr APy (7)

k=1 k=1 k=1
y y y
Z qrdpy — Z Prdqy = d z Prqx | — dL (8)
k=1 k=1 k=1
’ y y
z qrdpy — Z prdq, =d z Prqx — L (9)
k=1 k=1 =1
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z qrdpi — Z Prdqi
dH ={ }= ! (11)
0H N z 0H P
S 4Pk 5. Aqg
= Pk — dqx
Donc
[ OH
Ak = ﬁ
Vk=1,..¢ a’fq EQUATION DE HAMILTON (12)
kPk = _6_qk




2. Transformation de Legendre

» La transformation de Legendre est un autre moyen
qui permet de passer du formalisme Lagrangien

L(q;, q;, t) au formalisme Hamiltonien H(q;, p;, t).

» C'est une transformation mathématique qui change

de variables:

on remplace les vitesses genéralisées g; par les

moments p; conjugue.



» Mathematiquement, la transformation de Legendre est une
opération qui permet de changer de variable indépendante

dans une fonction.

> Au lieu de travailler avec une variable x, on Introduit une

af

nouvelle variable conjuguée p définie par . p = -

» La transformation de Legendre de f(x)est alors :

g(p) =px — f(x)
ou g est appelée transformée de Legendre de f.

x doit étre exprimeé en fonction de p (via la relation p = f'(x)).



Example 1
Soit :

1
f(x) = Ekxz

Calculer la transformation de Legendre de f (x).



2.1. Application du Transformation de
|_egendre en mécanique analytique:
Dans le formalisme lagrangien, on a la fonction : L(q, g, t)

e T N oL
On définit le moment généralisé conjugué a g par: p = 3

La transformation de Legendre permet de passer du

Lagrangien L(q, g,t) a I’Hamiltonien H(q, p, t):

H(CIJ D, t) — pq o L(CIJ q' t)

ou ¢ doit étre exprime en fonction de p.
Cette expression change de variable independante : on passe

de qlé. Di.



Mathématiquement :

g(p) =px— f(x)
df

dx

Avec . p =

Physiguement : (Mécanique Analytique)
f-L

X =g
g—-H

. oL
Puisque : p = 2
Alors:

gp) =px—f(x) -
H(p) =pq—L(q)



Example 2
Soit L Lagrangien d'une particule de masse m se

deplacant sur un axe :

1
[ = —mx?
me

1.Calculer le moment conjugué p.

2. Trouver I'Hamiltonien H (x, p).



Example 3
Lagrangien d'un ocsillateur harmoqie est donneé par :

1 1
L = —mx?% — = kx?
me > X

1.Calculer le moment conjugué p.

2. Trouver I'Hamiltonien H (x, p).



Example 4

Lagrangien L d'une particule de masse m se déplace

sous l'effet d'un champ de gravité g est donner par :

.
L =§my2 —mgy

1.Calculer le moment conjugué p,,.

2. Trouver I'Hamiltonien H(y, py,).

3.Vérifierque H =T + V.



2.3. Condition d'inversibilitée

En mécanique analytique, on part du Lagrangien
L(gy gy t)

et on definit les moments conjugues :
oL

Pi = 5_%
Le but est de pouvoir écrire les vitesses g; en fonction des
Impulsions p;.

Mais cela n'est possible que si la relation entre g; et p; est
Inversible.

Mathématiquement, gu'est-ce que ¢a veut dire ?



On considere la transformation :
D: (Q1' 512’ I Qn) — (P1’P2’ o -pn)

avec :
oL

Pi=a—qi

Cette transformation est localement inversible si on peut
trouver la fonction réciproque :

q; = Qi(CI’ P)
Autrement dit ;

Est-ce gu'en connaissant les p; ,on peux retrouver les vitesses g;?



Etape 1 : La "'matrice jacobienne, c'est quoi ?

LLa matrice jacobienne décrit comment une fonction change
quand on fait varier ses variables d'entree.
Ici, la fonction est :
pi = fi(qv gz 7 - - qn)
La matrice jacobienne sera donc :

op1 Oy 0Py
091 04> 0qn
9p2 Op2 0P,
J =04 84 0qn
OPn OPn OPn

0q1 04, 04



Etape 2 : Dans notre cas particulier

On sait que :
oL
Pi= aq;
Donc :
api - GZL
dq; 04q;0q;

C'est exactement la matrice Hessienne du Lagrangien
(par rapport aux vitesses).
On la note :
0°L
0q;04;

Hij —_



Etape 3 : Pourquoi regarder le déterminant de cette
matrice ?

Si le déterminant du Jacobien (ou du Hessien ici) est

non nul, cela signifie que la fonction p; = f;(g;) varie de
maniere indépendante dans chaque direction.

Donc on peut résoudre les équations pour retrouver les
Vvitesses :
q; = qi(q’p)
En résume :
» det] # 0 - la transformation est inversible.

» det]/ = 0 - il y a dépendance entre les vitesses pas
d'inverse



Example 5

Prenons Lagrangien d'un systeme a deux coordonnées :

L = %m(q% +¢35)
Est ce que la relation entre g; et p; est inversible ?
autrement dit: la transformation est inversible ou non ?



Example 6

Prenons Lagrangien d'un systeme a deux coordonnées :

1

L = Em(éh + C?z)z

La transformation est inversible ou non ?



3. Variables canoniques et crochets de Poisson

Dans le formalisme de Hamilton, chaque systeme est décrit
par des paires de variables canoniques :

(g’ py), i=12,..,n
La dynamique du systeme s'ecrit entierement a l'aide de ces
paires a travers les equations de Hamilton :

([ 0H
di = 7

< l dp;
. oH

Mais pour manipuler plus facilement ces grandeurs et leurs
relations, on introduit un nouvel outil : le crochet de
Poisson.



3.1. Définition du crochet de Poisson
Soient deux fonctions F(q;’ py t)et G(g; py t),qui dépendent
des coordonnées generalisées g;,et des moments conjugués
p;avec (i = 1,2,...,n).
Le crochet de Poisson entre Fet Gest defini par :

n

oF 0G OF 0G
(F/G} = -
dq; 0p; 0Jp;dq;

1=1

Le crochet de Poisson mesure comment deux grandeurs
“changent I'une par rapport a l'autre” dans l'espace des

phases (g’ p;).



3.2. Lien de I'Hamiltonien avec le crochet de Poisson

Prenons une fonction quelconque F(q; p;» t) qui dépend du temps par
I'intermeédiaire de g;et p;. Sa dérivée totale dans le temps est :

dF = 2 3a dq; + o, dpl +Z—th

dF dF dg; OF dp; OF dt

dt  L.dq, dt T op, dt | ot dt
dF ~0F oF OF
dt i aq, i Yo Pit ¢

Remplacons g; et p; grace aux equations de Hamilton

dF OF OH _ OF 0HY  oF
dt dq;0p; Op;0q;) Ot
i

Mais... le grand terme entre parentheses, c'est exactement le
crochet de Poisson {F’ H}.







Example 7

L"'Hamiltonien d'un oscillateur harmonique (1D) est donner
par :

oY Po 1y 2, . OH _p . OH
Higp) =5 t+3ka";q=73"=3p=—75=—kq.

m
1) Calcule par deux méthodes (directe et crochet de
Poisson) la dérivée temporelle de F(p’ q) = g* pour

I'Hamiltonien d'un oscillateur harmonique (1D)

2) Méme question pour : F(q'p) = gp etpour F(p'q) = p?



4. Les Transformations Canoniques
En mécanigue Hamiltonienne, on décrit I'etat d'un systeme

par des variables canoniques (q;, p;).

Une transformation canonique consiste a changer ces variables
Qi) — (QuF)

tout en gardant la forme des equations de Hamilton :

\ _ 0K . 5 __0K
Qi_api F B 00,

ou K(Q, P, t) est le nouvel Hamiltonien.

Donc, une transformation canonique est un changement de
variables qui conserve la structure hamiltonienne.



4.1. Condition de canonicité

Une transformation est canonique si elle conserve le crochet

de Poisson fondamental :
{Qi, P} =6;;,{0:1,Q;} =0,{P;,P} =0



Example 8
Tester de canonicité de la transformation suivante:

Q=aq
p==t
a

avec a constante non nulle.



Example 9
Soit de la transformation suivante:

p .
= 6 + —sin0
(Q = q cos sin

P = —mwqsin 6 + pcos 6
C'est une rotation de I'espace (g, p) d'angle 6.

Tester la canonicité de cette transformation.



Example 10
Soit de la transformation suivante:

Tester la canonicité de cette transformation.



5. La méthode de Hamilton-Jacobi.
En mécanique de Lagrange et de Hamilton, on decrit le

mouvement par les equations differentielles

. 0H 0H
qdi = 5pl yPi = a_ql

Mais l'idée de Hamilton—Jacobi est différente :

Trouver une fonction unique S(g’ t) qui contient toute la
dynamique du systeme.

Cette fonction S s'appelle I'action principale.



L'actionest : S = fttlz L(gyqgpt)dt

dS = Ldt

H=pq—-Le=L=pq—H

dS = (piq; — H)dt

dS = p;q;dt — Hdt

Puisque: dqg; = q; dt ,alors :|dS = p; dq; — H dt

La différentielle totale: dS = 2> dq; + %dt

aq;
d5=pidqi—Hdt S S
aS 0SS, ©—=p;,—=-H
dS = ﬁ_qldql + Edt dq; ot
6‘_5: —H(:H+a—5= 0
ot dt

dS dS dS
H(qi,pi,t) +E =0& H(qi,a—qi,t) +E =0
et voila I'équation de Hamilton-Jacobi



5.1. Separation des variables de S(g' t)
> On part de I'équation générale de H-J : H (q»g—‘;' t) +2 =0,
» Prenant un Cas simple : I'Hamiltonien ne dépend pas explicitement

du temps : H = % + V(q),ou V(q) ne dépend que de g, pas de t.

> L'idee naturelle est donc de chercher une solution S ou

E (énergie) apparait comme constante de séparation.

» On suppose que S(g’ t) peut s'écrire comme la somme
S(gt) =W(q) +T(2),

ou W dépend seulement de g, et T'seulement de ¢.



dw aT
dq) +2=0.

:
dWw

H(q’ dq)_E
dt dT_
. dt

On remplace dans l'¢quation H-J : H (q»

—E




Interprétation physique de S(g't) = W(q) — Et

» E est I'énergie totale du systeme.

» W (g)encode la partie « spatiale » (comment l'action varie avec la
position).

» —Et encode la partie « temporelle » (comment I'action évolue dans le
temps).

Autrement dit :

On sépare le probleme en une équation spatiale W(q) = H(q'p) = E

et une partie temporelle simple —E't.

S(qgt) =W(q) — Et



Example 11

Ecrire et résoudre les équations de Hamilton-Jacobi (H — J)
pour chaque Hamiltonien des cas suivants :

2

1) H=>=

2m
_p* 1, 5
2)H-2m+2kq

3 H=E
) H=_"—+mgq



6. L'espace des phases
» L'espace des phases est I'espace abstrait dont les

coordonnées sont :
(C[l” pi), l — 1, e, N
pour un systeme a n degrés de liberte.

» L'evolution temporelle du systeme correspond a une

trajectoire dans cet espace.

> Autrement dit : le mouvement dans le monde réel devient

une courbe dans l'espace des phases.



Example 12
Soit les Hamiltoniens suivants :

2
1) H = f—m (Hamiltonien d'une Particule libre a une dimension)

2
Z2) H= f—m + %qu (Hamiltonien d'un Oscillateur harmonique)

2

3) H=-"

+ lmgLH2 (Hamiltonien d'un Pendule simple
2mL? 2

(approximation petit angle))

Quelle est la courbe dans I'espace des phases de ces
mouvements du monde reel?



