Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit x, € I.

f est si f est dérivable en tout point x, € I. La fonction x — f’(x) est la

df
de f, elle se note f’ ou .

Proposition
Soit I un intervalle ouvert, xy € I et soit f : I — R une fonction.

o Si f est dérivable en x alors f est continue en X.
e Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

Remarque.

La réciproque est fausse : par exemple, la fonction valeur absolue est continue en 0 mais n’est pas dérivable
en 0.

Y
¥y =|x]|

En effet, le taux d’accroissement de f(x) = |x| en xy = 0 vérifie :

f)=f(0) _|x| _J+1 six>0
x—=0  x |-1 six<0

Il y a bien une limite a droite (qui vaut +1), une limite a gauche (qui vaut —1) mais elles ne sont pas égales
il n’y a pas de limite en 0. Ainsi f n’est pas dérivable en x = 0.

Cela se lit aussi sur le dessin, il y a une demi-tangente a droite, une demi-tangente a gauche, mais elles ont
des directions différentes.

2. Calcul des dérivées

2.1. Somme, produit,...

Proposition

Soient f, g : I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout x €1 :
o (f+8)()=f"(x)+g'(x)

(Af) (x)=Af'(x) ou A est un réel fixé

(f x g)'(x) = f'(x)g(x) + f (x)g'(x)

(1) 0 =L Gifx#0

(L) 00 = LTI (g1 20
¢ §(x)
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Remarque.
Il est plus facile de mémoriser les égalités de fonctions :

F+e)=f"+g AfY=Af" (fxg)Y=fg+fg

-+ @

Démonstration. Prouvons par exemple (f x g)' =f'g+ fg’.
Fixons x, € I. Nous allons réécrire le taux d’accroissement de f(x) x g(x) :
f)g(x) = £ (xo)glxo) _ f(x)—f(x0) g(x) —g(xo)
0

X —Xo X—Xx X —Xo

g(x)+ f(xo0)
xTxO’ f/(x0)g(x) + g’ (x0)f (xo).
Ceci étant vrai pour tout x, € I la fonction f x g est dérivable sur I de dérivée f'g+ fg’.

2.2. Dérivée de fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules a connaitre, x est une variable. Le tableau de
droite est celui des compositions (voir paragraphe suivant), u représente une fonction x — u(x).

Fonction Dérivée Fonction Dérivée
x" nx™1  (nez) u" n'u™! (nez)
1 _1 1 _u
x x2 u u?
11 1
v 2 V% vu 2 Vi
x ax® ! (aeR) u® au'u®*!  (aeR)
e e~ el u’e
1 u’
Inx < Inu m
COS X —sinx cosu —u’sinu
sin x coS X sinu u’ cosu
2. / 2.y _u
tan x 1+tan®x = 5~ tanu u'(1+tan“u) = o

Remarque.
» Notez que les formules pour x", %, v/ x et x* sont aussi des conséquences de la dérivée de 'exponentielle.
Par exemple x% = e*"* et donc

1 alnx 1

i(xo‘) = i(eo‘lr”‘) =a—e =a=x%=ax*.
dx dx X X

 Si vous devez dériver une fonction avec un exposant dépendant de x il faut absolument repasser a
la forme exponentielle. Par exemple si f (x) = 2* alors on réécrit d’abord f(x) = 2 pour pouvoir
calculer f/(x)=In2-e*"2 =In2. 2%,
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2.3. Composition

Proposition
Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors g o f est dérivable en x de dérivée :

(gof)(x)=g'(f(x)-f(x)

Démonstration. Faisons 'hypothése que f(x) # f (x,) pour x proche de x, (avec x # x,). La preuve est
alors similaire a celle ci-dessus pour le produit en écrivant cette fois :

gof(x)—gof(xy) _ 8(f(x)—g(f(x0)) f(x)=f(xo)
x =X £ @)= (xo) x—xq

—— g'(f(x0)) x f'(xo).

X—Xq

Exemple
Calculons la dérivée de In(1 + x2). Nous avons g(x) = In(x) avec g’(x) = %; et f(x) = 1+ x? avec
f/(x) = 2x. Alors la dérivée de In(1 + x2) = g o f(x) est
2x
(gof) ) =g'(f () f()=g'(1+x%) 20 = .

Corollaire
Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective dont on note f~! : J — I la bijection
réciproque. Si f’ ne s’annule pas sur I alors f 1 est dérivable et on a pour tout x € J :

1

-1V —
AT (=1

2.4. Dérivées successives

Soit f : I — R une fonction dérivable et soit f’ sa dérivée. Si la fonction f’ : I — R est aussi dérivable on

note f” = (f') la de f. Plus généralement on note :
/
fO=f fO=f, fO=f" e frD=(r0)
Sila £ existe on dit que f est

Théoréme (Formule de Leibniz).

(n) n _ n _
(F-g)" =f<n).g+(1)f(n 1).g(1)+...+(k)f(n 0. gl) 4. f . g(0)

Autrement dit :

O A

k=0
La démonstration est similaire a celle de la formule du binéme de Newton et les coefficients que I'on obtient

sont les mémes.
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Exemple

Calculons les dérivées n-éme de exp(x)-(x2+1) pour tout n > 0. Notons f (x) = exp(x) alors f’(x) = exp(x),
F(x) = exp(x),..., f®)(x) = exp(x). Notons g(x) = x2 + 1 alors g’(x) = 2x, g’ (x) = 2 et pour k > 3,
g®x)=o.

Appliquons la formule de Leibniz :

(+8)") =186+ () #0000
#(5) 10200 g@0+ () 1700 D00+

On remplace f®)(x) = exp(x) et on sait que g (x) =0, g (x) = 0,...Donc cette somme ne contient que
les trois premiers termes :

(f . g)(n)(x) =exp(x)-(x2+1)+ (711) exp(x)-2x + (Z) exp(x)-2.
Que I'on peut aussi écrire :

(f . g)(n)(x) =exp(x)- (x2 +2nx+n(n—1)+ 1).

3. Extremum local, théoréme de Rolle

3.1. Extremum local

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.

Définition
 On dit que x est un de f si f'(xq) = 0.
e Ondit que f admet un (resp. un ) s’il existe un intervalle

ouvert J contenant x, tel que

pour tout x € INJ f(x) < f(xq)
(resp. f(x) = f(xo)-

e On dit que f admet un si f admet un maximum local ou un minimum local

en ce point.
y /x
maximum global
minimums locaux <

maximums locaux

.<\
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Dire que f a un maximum local en x, signifie que f(x,) est la plus grande des valeurs f(x) pour les x
proches de x;. On dit que f : I — R admet un en X, si pour toutes les autres valeurs
f(x),x€I,ona f(x)< f(xg) (on ne regarde donc pas seulement les f (x) pour x proche de x;). Bien stir
un maximum global est aussi un maximum local, mais la réciproque est fausse.

Théoréme
Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction dérivable. Si f admet un maximum local (ou un
minimum local) en x, alors f'(x) = 0.

En d’autres termes, un maximum local (ou un minimum local) x est toujours un point critique. Géométri-
quement, au point (x, f (x()) la tangente au graphe est horizontale.

Remarque.

1. La réciproque du théoréme 2 est fausse. Par exemple la fonction f : R — R, définie par f(x) = x> vérifie
f’(0) = 0 mais x, = 0 n’est ni maximum local ni un minimum local.

2. Lintervalle du théoréme 2 est ouvert. Pour le cas d’un intervalle fermé, il faut faire attention aux
extrémités. Par exemple si f : [a, b] — R est une fonction dérivable qui admet un extremum en X, alors
on est dans 'une des situations suivantes :

« Xo=a,
* Xo=b,
e X, €]a, b[ et dans ce cas on a bien f’(x,) = 0 par le théoréme 2.

Aux extrémités on ne peut rien dire pour f’(a) et f’(b), comme le montre les différents maximums sur
les dessins suivants.

g

%

o

—~

Qe - -

—~

—~

S O

- - - - — - - =
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3. Pour déterminer maxp, 51 f et miny, ;7 f (ou f : [a,b] — R est une fonction dérivable) il faut comparer
les valeurs de f aux différents points critiques et en a et en b.

Preuve du théoréme. Supposons que X soit un maximum local de f, soit donc J l'intervalle ouvert de la
définition contenant x, tel que pour tout x e I NJ on a f(x) < f(xg).

e Pourx €eINJ tel que x < xgona f(x)—f(xg) <0etx—xy,<0donc
fOO—fxo) 5 .

X=X, X—Xo
e Pour x e INJ tel que x > xgona f(x)—f(xg) <0etx—xy,>0donc
L0 )

0 X—Xo
Or f est dérivable en xy donc

W > 0 et donc 2 la limite
0
lim
FI=f(x)

xS Oet donc a la limite

lim,_,,

=) )= fGx)
XXy X —Xg x—-xg X —Xg

:f/(xo)-

La premiére limite est positive, la seconde est négative, la seule possibilité est que f’(x,) = 0.

3.2. Théoreme de Rolle

Théoréme (Théoréme de Rolle).
Soit f : [a,b] — R telle que

o f est continue sur [a, b],

e f est dérivable sur Ja, b[,

« f(a)=f(b).

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

fla)=f(b)

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ol la tangente est horizontale.

4. Théoreme des accroissements finis

4.1. Théoreme des accroissements finis

Théoreme (Théoréme des accroissements finis).
Soit f :[a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur la, b[. Il existe ¢ €]a, b[ tel que

fB)=fl@=f'(c)(b—a)
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Qe
Y =

(sal )

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est parallele a la
droite (AB) ou A= (a, f (a)) et B=(b, f(b)).

4.2. Fonction croissante et dérivée

Corollaire
Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.

1. Vx €la,b[ f'(x)>0
Vx €la,b[ f'(x)<0
a,b[ f'(x)=0
a,b[ f/(x)>0
Vx €la,b[ f'(x)<0

f est croissante;
f est décroissante ;
Vx e f est constante;

Vx € f est strictement croissante;

LU0

]
]
]
]

noR LN

f est strictement décroissante.

Remarque.
La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse. Par exemple la fonction x — x3 est strictement
croissante et pourtant sa dérivée s’annule en 0.

Démonstration. Prouvons par exemple (1).

Sens =>. Supposons d’abord la dérivée positive. Soient x, y €]a, b[ avec x < y. Alors par le théoréeme
des accroissements finis, il existe ¢ €]x, y[ tel que f(x)— f(y) = f'(c)(x —y). Mais f'(c) > 0etx—y <0
donc f(x)— f(y) < 0. Cela implique que f(x) < f(¥). Ceci étant vrai pour tout x, y alors f est croissante.
Sens <. Réciproquement, supposons que f est croissante. Fixons x €]a, b[. Pour tout y > x nous avons

y—x>0et f(y)—f(x) =0, ainsi le taux d’accroissement vérifie % > 0. A la limite, quand y — x,
ce taux d’accroissement tend vers la dérivée de f en x et donc f'(x) > 0.

4.3. Régle de I’Hospital

Corollaire (Regle de 'Hospital).

Soient f, g : I — R deux fonctions dérivables et soit x, € I. On suppose que
o fxo) =g(xp) =0,
e VxeI\{xy} g'(x)#0.

f) ={ (€R) alors lim f) _

Si im =
x=xo g'(x) x=xo g(x)

‘.
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Démonstration. Fixons a €I\ {x,} avec par exemple a < x,. Soit h : I — R définie par h(x) = g(a)f (x)—
f(a)g(x). Alors

 h est continue sur [a,xy] C I,

 h est dérivable sur Ja, x;[,

e h(xy)=nh(a)=0.
Donc par le théoréme de Rolle il existe ¢, €]a, x,[ tel que h’(c,) = 0. Or h'(x) = g(a)f’(x)—f (a)g’(x) donc
g(a)f'(c,)— f(a)g’(c,) = 0. Comme g’ ne sannule pas sur I \ {x,} cela conduit a % = );Ez“% Comme
a < ¢, < X lorsque l'on fait tendre a vers x, on obtient ¢, — x,. Cela implique ’

tim 2@ _ iy £ o, S

= = L.
a=% ga)  a=m g/(cg) o g/(cq)
Exemple
2
Calculer la limite en 1 de % On vérifie que :
_ 2 — __2x+1
o f(x)=In(x*+x—1), f(/l) =0, 1f’(X) =5,
¢ g(x)=In(x), g(1)=0, g'(x) =<,
e Prenons I =]0,1], xo =1, alors g’ ne sannule pas sur I \ {x}.
fl(x)  2x+1 = 2x% 4+ x
g(x) x2+x—1 Cx24x—1 xo1
Donc
f(x)
s
g(x) x-1
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