Travail et energie



1 — Introduction

»>L'objet de ce chapitre est la traduction énergétiqgue du principe fondamental de la

dynamique.

»L'energie se manifeste sous des formes diverses (calorifique, chimique, électromagnetique,
electrigue, nucleaire, mecanique, ...). Les diverses formes d'énergie peuvent se transformer

I'une en l'autre, ses échanges d'énergie sont genéeralement irréversibles.

» Dans ce chapitre nous allons introduire aussi les notions de travail et puissance d'une force,
ainsi que les diverses formes d'energie (énergie potentielle, énergie cinétique et énergie

mecanique).

»Enfin, nous verrons que ces notions et les relations qui les relient peuvent étre utilisées

pour résoudre simplement des problemes de mécanique.



2 — Travall d'une force et Puissance

»Considérons un objet assimilé a un point matériel G se déplacant sur une portion de droite, d'un

point (A) a un point (B), et soumis a une force Fconstante au cours du deplacement (figure 1).
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Figure 1 : Déplacement du point d'application d'une force sur un chemin rectiligne.

>Par définition, le travail d'une force F constante sur un deplacement rectiligne

AB (AE = 1) est égal au produit scalaire du vecteur force par le vecteur déplacement :

Wyg = F.?7=F.r.cos; avec 6 I'angle que fait Favec 7.



Le travail est soit positif, nul ou négatif selon la direction de la force F par rapport

au deplacement :

»>Si F est perpendiculaire a AB>(AB> =r) le travail est nul, la force F ne

contribuant pas a deplacer I'objet.

»Lorsque la force s'oppose au deplacement, elle est résistante et le travail est

négatif.

» Lorsque la force est motrice le travalil est positif.



2-1- Travall élémentaire
Un mobile se deplace dans I'espace de la position (A) a

(B) sous l'action d'une force F(r). Entre les instant

t ett + dt, le mobile a effectué un déplacement

élementaire de vecteur d!.

Le travail élementaire d1// effectué par le vecteur force F(r)

pendant ce deplacement élémentaire est défini par le produit

scalaire : |[dW = F.dl

Pour un deplacement total de A (a l'instant t,) a B (a l'instant tg) tout au long de la
Courbe, on obtient les expressions :



Wz = [, F.dl = [, ||F||-cos(F,dl)dl ; ou

tg B
W = j F.Vdt = f |E||.[7|| cos(F, 7). dt
t A

A

Dans le systeme Sl, on exprime le travail en newton-metre, unité appelée joule. Un
joule est donc le travail effectué par une force d'un newton quand elle déeplace une
particule d'un metre dans la direction de la force. La dimension et l'unité du joule

sont:] = Nm =m?kgs=2; [J]] = L*MT~2.

.. d - = . . -
On note que la quantité d—V; = F.V est homogéne & une puissance



2-2- Puissance

Dans certaines applications pratiques, concernant en particulier les machines, il est important de

connaitre la vitesse a laguelle le travail est fait. La puissance instantanée est definit par :

_aw

p=—_—
dt

Autrement dit la puissance est definie comme le travail par unité de temps pendant un tres petit
Intervalle dt.

La puissance peut ainsi étre definie comme le produit de la force par le vitesse.

Dans le systeme Sl la puissance s'exprime en joule par seconde, unité appelée watt, par

abréviation W.



Exemple 1
Montrer gue dans le cas d'un ressort (trajet quelconque) le Travalil ne

dépend que des allongements initiaux et finaux.



Exemple 2

Montrer que si la force F' est constante, ce qui est rare, le travail de cette force

ne dépend pas du chemin suivi mais uniguement de la position initiale (A) et finale

(B).




Exemple 3
Une force F = 6t(NN) agit sur une particule de masse 2 kg. La particule étant
Immobile au depart, trouver le travail effectué par la force pendant les deux
premieres secondes.



Exemple 4

Une particule est soumise a la force F = 2xyi + x*J. Calculer le travail

effectue par la force F guand la particule se deplace du point (0,0) au point
(2,0) suivant une droite.



3 — Energie cinétique : une énergie liee au mouvement

Considérons un point matériel M se deplacant, sous l'action d'un ensemble de
forces extérieures. Le mouvement de ce point est regi par le principe

av
dt

fondamentale de la dynamique, soit: . F,_, =m.d = m

Au cours d'un déeplacement élémentaire di, la somme des travaux elémentaires

des forces extérieures est donneée par :

F .di=ma=m—.dl=m
dt
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Par intégration de cette relation sur un trajet AB nous obtenons :

UB B S N N
mj v.dv = ZJ Fopr.dl = Z Wyop (Fext)
VA

_m(vB —vj) = Z Wisg|— (1)

ou vgest la vitesse de la particule en (B) et v, celle en (A).

D'apres I'équation (1), on voit gu'il est intéressant de définir une fonction d'état, ne dependant que

de la vitesse du point, appelée énergie cinétigue.

Définition : On définit I'énergie cinétique E- pour un point matériel de masse m se déplacant a la
vitesse v, par :

E. = —mv? ou E- = puisque p = mv
m




Théoreme de I'énergie cinetique : La variation d'énergie cinétique d'un point
matériel, soumis a un ensemble de forces exterieures, entre une position (A) et une

position (B), est égale a la somme des travaux de ces forces exterieures entre ces

deux points :

1 1 S
Emvé — Emvj = ECB — ECA — AEC - 2 WA—)B(Fext)



Exemple 5

En utilisant les Résultats de I'exemple 3, calculer directement I'énergie
cinétique que la particule acquiert pendant le temps t.



3 — Forces conservatives et Energie potentielle

»L'energie cinétique est définie a partir de sa variation liée au travail de toutes les

forces,

»>I1l y a un autre type d'energie c'est I'énergie potentielle, cette derniere va étre

definie a partir de sa diminution liee au travail de certaines forces :

»>celles dont le travail ne dépend pas du chemin suivi.



3 —1 - Forces conservatives : (ou forces dérivant d'une
énergie potentiel)

Ce sont les forces dont le travail ne depend pas du chemin suivi mais uniguement

des positions initiales (point de depart) et finales (point d'arrivee), aussi une force

qui derive d'une énergie potentielle est dite « conservative ».

Remarque : toutes les forces ne derivent pas forcément d'une énergie potentielle. Il

faut vérifier les conditions suivantes pour dire que la force dérive d'une énergie

potentielle ou non :

OF OF OF OF OF OF. , , -
x Y Y=z —2 = —= en coordonneées cartésiennes.

oy ox ' 0z oy’ 0x 0z



Soit :

Exemple 6

Cette force est elle conservative ?



Exemple 7

Méme question de I'exemple (6) pour F = ({2 — yi) 14+ 3xy.J
Fy Fy



3 — 2 — Energie potentielle : une energie liée a la position
L'énergie potentielle est une forme d'énergie liee a la position du systeme, telle

que l'intégration entre deux valeurs prises au depart et a l'arrivée soit egale au

travail fourni a la particule pour la déplacer de sa position initiale a sa position

finale. Si la force F est une force derivant d'une énergie potentielle (conservative),

alors :

B
W:fﬁ'dl:EPA_EPB
A

Remarquons que nous ecrivons Ep, — Ep et non Ep,, — Ep , ; autrement dit, le
travail accompli est egal a E» au point de depart moins au point d'arrivee Ep.



AEp = Ep, — Ep, = —Wy_p Fert) < [AEp = _WA—>B(Fert

B

AEp = —] F.dl (2)
A

De I'expression intégrale (2), il est possible de deduire la définition differentielle de

I'énergie potentielle :

La différentielle de I'énergie totale peut s'exprime par :

dEy = 22 gy 1+ 2B 4, 1 2EP 4
P= gy Xt G, Wt dz ()

D'un autre coté on a:



gradEp = (—1+—J+—k =—I1l+—J +—k

d_, 0 d - s 0Ep, O0Ep_, OEp-
dx 0y’ 0z P ox dy 0z

gradEp.dl = (%H%H‘%E).(dx.n dy.] +dz.k) avec: dl = dx.T+dy.J +dz.k

SR > 0Ep 0Ep 0Ep — =
gradEp.dl = de +Edy +Edz donc: |gradEp.dl = dEp

-

alors: dEp = —F.dl & gradEp.dT= —F.dl

Finalement: |F = —gradEp (5)

A partir de I'équation (5) on peut dire que I'énergie potentielle est une fonction scalaire E, des
différentes coordonnées de I'espace a partir de laquelle il est possible d'en deduire un champ de

force F par la relation F = —grad(Ep). Réciproquement, une force Fdérive d'une énergie
potentielle lorsqu'il existe une fonction E; telle que F = —grad(Ep).




Exemple 8
Soit I'énergie potentielle
Ep = 2x% —xy + yz
Trouver lI'expression de la force dans le systeme des coordonnées

cartésiennes.



Exemple 9

La force de rappel d'un ressort s'écrit, en coordonnées cartesiennes et en considerant

un systeme astreint a ce deplacé selon lI'axe [Ox) uniquement :

F=—kxi

Donner I'expression de son énergie potentielle.



4 — Conservation de I'énergie d'une particule
Nous introduisons maintenant une nouvelle fonction particuliere utile dans tous les
problemes de mecanique, I'énergie mécanique d'un systeme. Pour déefinir cette
fonction, nous partons du theoreme de I'énergie cinéetique dans lequel nous faisons

apparaitre le travail des forces conservatives et celui des forces non conservatives,

Soit :
ECB — ECA — Z Wy (Fext) = z Wap (Fecxt) T z Wasp (Fel\alcg)
dvec: Z Wasp (Fexe) = Ep, — Epy

ECB _ ECA — EPA o EPB + z WA*B(FNCGXTI)



ECB o ECA o EPA + EPB = z Wasp (FNCext)

[ECB + EPB] - [ECA + EPA] = 2 WA—)B(ﬁNCext) (6)

Il apparait une nouvelle fonction d'état homogene a une énergie et dont la variation

s'exprime en fonction uniguement du travail des forces non conservatives. Cette nouvelle

fonction correspond a I'énergie mécanique.

Définition : L'énergie mécanique d'un systeme est égale a la somme des énergies

cinetique et potentielle. C'est une fonction d'etat : |E,; = E- + Ep




Théoreme de I'énergie mecanique : Du resultat (6) on en déduit le théoreme suivant :

La variation d'énergie mecanique d'un systeme entre deux points A et B est égale a la
somme des travaux des forces non conservatives appliquées au systeme entre ces deux

points.
AEy = Eyp — Eya = z Waisp (FNCext)

Les forces non conservatives etant des forces resistantes (W <0) I'énergie mécanique d'un

systeme ne peut que diminuer au cours du temps.

Si un point materiel n'est soumis qu'a l'action de force conservatives, I'énergie mécanique

de cette derniére est conservée au cours du temps : Efj = Ex



Exemple 10

Une petite boule de masse m = 1. gr est abandonnée avec une vitesse
Initiale

vy, = 0 d'un point A situe a l'intérieur d'une sphere creuse de rayon R =
1,25m. Elle arrive au point B avec une vitesse vy = 4ms~! (Figure 2).

A O C

m

E (A)=E, (C)=0
Figure 2

B

Prouver que cette boule est soumise a une force de frottement et estimer le
travail de cette force. On prend g = 10ms~2.



