TD — Dérivabilité & Extremums : Solutions détaillées

Exercice 1

Trouver a, b € R pour que
f(z)=zsi0<z<letf(zx)=az?+bx+1siz>1

soit dérivable sur Ri.

(™M Condition de continuité en z = 1

lim f(z) =v1=1

z—1~

lim f(z)=a+b+1

z—1t

On impose continuité :



a+b+1=1= a+b=0 (1)

@ Condition de dérivabilité

1
fay=4 T
2ax +b, x>1
l(1— 1 1(1+
Fa) =5, f0f)=2a+b
Dérivabilité =
1

® Résolution du systeme

at+b=0 1 1
) =a=-,b=—=
2a+b:§ 2

7b:_

DO =
N =

Réponse:a =

Exercice 2 — Etude de la dérivabilité en 0

1) fi(z) = 2’ cos 1, f1(0) =0

f(z) — £1(0) z” cos(1/z) =z cos(1/z)

lim z cos(1/xz) =0

z—0

Donc f; dérivable en 0, et

1(0) =0

2) fo(x) =sinzsin i, f,(0) =0

T sin 1 1
fz( ): sin— — 1-sin —
T T T T




Or sin % oscille : la limite n'existe pas

Donc f5 non dérivable en 0.

3) fy(z) = IV 1) =1
V17 =z -1

el 1]

f3(z)

rz—1

z—1ll=2z—-1= fi(z) ==
z—1=1—2= f3(z) = —x

e sixz > 1,
e six <1,

Donc

z, r<l1

falz) = {a:, x>1

(17)=-1, f(1") =1

= pas €gaux — non dérivable en 1

Exercice 3 — Extremums selon \

fi(z) = 2° + Az

fi(x) = 3z% + X

CasD:\>0

322+ )1 >0

Toujours positive = pas d'extremum

Cas@:A=0
flz) =4

Toujours croissante = pas d'extremum



Cas®: A <0
322+ A=0=z==+/-)/3
/(@) = 62

e z<0=f"<0=maximum

e z>0=f"> 0= minimum
Conclusion

A Extremum

A>0 aucun

A=0 aucun

A<0 maxen —y/—A/3, minen +4/—\/3

Exercice 4 — Fonction rationnelle

1+ 2"

f(w):m, a:ZO,nzz
@ Dérivée
Quotient :
/ n(xn—l — 1)
f (iIJ) (]_ + :L‘)"+1

® Signe & minimum
" lo1=0=>z=1

e Avantl <0
e Apresl>0

Donc minimumenz = 1



1+1 .
f(1) = = =2
® Déduction : inégalité
Comme f(z) > f(1) =21
1 + ',L,n 1-n
(1+z)» —

Donc
(1+2)" <2" (1 +2")

Inégalité démontrée

Exercice 5
flz)=z*—2°+1

f'(z) = z*(4z - 3)

=

Points critiques: ¢ = O et x =
f"(x) = 122* — 6z

36 18

f”(3/4) = E — Z >0

5]

= minimum en £ —



