Exercice 1
1. f(z) = z3.

On peut utiliser la définition :

(o + h)® — z} 3zih + 3zgh® + h®

! . : 2
o) = lim = lim 3z;.
f(@o) = Jim h h—0 h 0

Donc f est dérivable en tout zg et f/(zg) = 3z3.

2. f(x) = \/z, 29 > 0.
’ AV Ty + h — A/ Lo
=1
f(@o) B0 h
Utiliser la multiplication par le conjugué ou la régle usuelle : f'(z) = ——=. Doncen

X 2\/x

>0, f' = .
o f' (o) 2./7
3. V/Tenzy = 0.

/T est continue en 0 mais pas dérivable en 0 car

vVh—0 1
= > 00,
h \/ﬁ h—0+

la limite n'est pas finie donc pas de dérivée.
4. Tangenteay = x° — 22 —xzenxy = 2.
f'(z) =32* — 2z — 1.
f2)=8-4-2=2, f(2)=12—-4-1=T.

Equation de la tangente Ty: y — 2 = 7(x — 2) soity = Tx — 12.

Cherchons ;1 tel que la tangente en 1 soit paralléle a Tj. Il faut f’(a:l) =17:

322 -2z —1=7 = 3z}—2z;,—-8=0.



Discriminant A = (—2)2 — 4.3 - (—8) = 4 + 96 = 100.
2+10

T, = 5 = x1 = 2 (déja connu) ou z; = —%.
_ _ 4 4y _ _ 64 16 4 _ 76
Pourz; = =3, f(—=3)=—3— 9 +3=—2

Tangente en x1: Yy + ;—g =7 (w + 3).
5. Si f est paire et dérivable alors f’ est impaire.
f paire = f(—=x) = f(z). Différencions les deux membres par rapport a & (pour

ou dérivée existe) :
~f'(-2)=f'(z) = f(-z)=-f(2),

donc f est impaire.

Exercice 2
1) Dérivées
e fi(z) =zInx (pourz > 0).

fi(z) =Inz + 1.
o fao(x) =sin(L) (pourz # 0).

(o) = eos() - (— £) = -

. f3(x):\/1+\/1—|—:c2.Posonsu:\/1—|—w2.AIors
file) = ot = e T
T Tru o141t a2 Vita

o fulz) = (ln 1+i)1/3.

d1 1—|—:)3_ 2 5
dr  1—z2 1—2z2 one

cos(1/x) -

=2 301 a2) ()"

1 1+ x\ 2/3 2 2
fi(a;):g(lnl_x) .

zlnzx .

e fs(x) =z (pour z > 0). En écrivant * = e

fi(z) =z"(Inz + 1).
o fo(z )—arctan:c+arctan( ) (pour x # 0).

( arctan :c)l =

T Pour arctan(1/z) :



d 1 b 1
%arctan(l/ac) =15 (1727 (/2 (=1/z%) = et

1 1
1+22 14 22

Donc f§(z) =

= 0 (sur chaque composante £ > 0 ou < 0).

On en déduit que arctan z + arctan(1/z) est constante sur (0, +00) (valeur 7 /2

) et sur (—o0, 0) (valeur —7 /2).

!

2) A(f) = fT.CaIcuI de A(f x g):

_(f9) _fa+fd _f g _
Alte) = =%, 79 7Ty T AT Al

3) f(z) = xInz — z définie sur |1, +00.

e f/(x) =Inx.Pourz > 1,Inz > 0donc f est strictement croissante = injective.

e lim, ,y+ f(z)=1-0—1=—11lim, , o f(x) = +00. Doncimage | —

1,400[: f est bijection sur cet intervalle.

Soit g = f~ 1. Pour g(0), résoudre f(z) =0:z(lnz - 1) =0=lnz=1=

z = e.Donc g(0) = e.

Dérivée de l'inverse : ¢'(y) = . Ainsi

11
f'(g(0))  f'(e) Ine

4) Dérivées successives de f(z) = In(1 + z) (pour x > —1):

|
F@) = T '@ =~ 0 = g

Formule générale (pour n > 1)

9'(0) =

1
=-=1.
1

, etc.

(@) = ()" T

(Se montre par récurrence.)

5) Dérivées successives de f(x) = Inz - 2> (pour z > 0). Calcul des

premieres dérivées et motif :

o flz)=1-2°+Inz 32> =22 +32’lnz =2%*(1 + 3Inz).

. f”(:c)—dm[ +3z%Inz] =2z +6zlnz + 3z = (5 + 61lnx).
) =Lz(5+6lnz))=5+6lnz+6=11+6Inz.
T



O (z) = —%, etc.

(On voit qu'on obtient une combinaison polynomiale en In x et puissances de £ — on

peut généraliser par récurrence si besoin.)

Exercice 3

1.

Dessins (description) — quelques exemples de fonctions ayant les propriétés
demandées :

f1 admet deux minima locaux et un maximum local : par exemple un polynéme de
degré 6 avec la forme en « W » (deux vallées et un pic entre elles).

fo admet un minimum local qui n'est pas global et un maximum local qui est global :
imaginer une fonction qui monte tres haut a gauche (global maximum), puis
descend, a un minimum local, remonte un peu (maximum local situé plus bas que le
maximum global).

f3 admet une infinité d'extrémums locaux : par exemple f3(x) = sin z (infinité de
maxima et minima).

fa n'admet aucun extremum local : par exemple f4(:13) = e” (strictement croissante).

. Extremum de f(z) = az® + bz + c.

f'(z) = 2azx + b. L'extremum (unique) est en * = 5 Sia > 0 cestun
a

minimum, si @ < 0 c'est un maximum.

. Fonction f : [0,2] — R deux fois dérivable avec f(0) = f(1) = f(2) = 0.

Appliquer Rolle sur [0, 1] donne ¢; € (0,1) tel que f'(c1) = 0. Appliquer Rolle sur
[1,2] donne ¢y € (1,2) tel que f'(c) = 0.
Ensuite appliquer Rolle a la fonction f’ sur [c1, ¢2| (car f'(c1) = f'(c2) = 0) il
existe c3 € (c1,¢2) C (0,2) tel que f"(c3) = 0.
Nécessité des hypothéses du théoréme de Rolle : exemples contre-exemples
e Continuité sur [a, b] : si pas continue, conclusion peut échouer. Ex : f(x) =
(1) z i [10’ 1) avec f(0) = f(1) mais aucune dérivée nulle a I'intérieur car
discontinuité.
e Dérivabilité sur (a, b) : si pas dérivable, conclusion peut échouer. Ex: f(z) =
|| sur [—1,1]: f(—1) = f(1) = 1 mais f’ n'existe pas en 0 (et il n'existe pas
nécessairement un c avec f'(c) = 0 si on n'a pas dérivabilité). (Remarque : ici il
existe ¢ = 0 au sens de pente nulle a gauche/droite, mais montre la nécessité

formelle.)



e f(a) = f(b) :si cette condition manque, la conclusion n'a pas de sens
(contrex.. f(x) = @ sur [0, 1], pas d’endpoints égaux et f’ n'est pas

nécessairement nul).

Exercice 4

1.

3 x?

Etude de f(z) = 3t3 2z + 2.

Dérivée: f'(z) = x> +x — 2= (x +2)(x —1). Zérosenx = —2etz = 1.
Seconde dérivée : f"(x) = 2z + 1.

e Enz=-2:f"(-2) =2(-2)+1= -3 < 0= maximum local en x = —2.

e Enz=1:f"(1) =3 > 0= minimum local en x = 1.

Valeurs :
8 4 8 8 16
—2)=——+—-—H444+2=—"4+24+4+2=——=+4+8=—.
f( ) 3+2+ -+ 3+ + 4+ 3+ 3
1 1 1 1 5
f(l) +§—2+2_§+§—6.

Donc maximum local f(—2) = 16/3, minimum local (1) = 5/6. (On trace le

graphe en tenant compte des signes de f’ et limites pour le comportement global.)

. f(x) = /z sur [100,101] et le théoréme des accroissements finis (T.A.F.).

Par le TAF. il existe ¢ € (100, 101) tel que

101 — 100
1
Mais f'(x) = F Donc 4/101 — 10 = NG avec ¢ € (100,101). Comme ¢ €
(100,101) on a
1 1 1 1

< < = ]
24/101 ~ 24/c ~ 24/100 20

1
2\/7 > 55 car 24/101 < 22 (puisque /101 < 11). D'ou

De plus

1
—<\/101—10<2—0

soit



1 1
1 — <v101 <1 —.
0+22_v 01 < 0—|—20
3. MontrerIn(1 4+ z) —Ilnx < — pour tout x > 0.
x

Appliquer le TAF. sur l'intervalle [z,  + 1] a la fonction In t. Il existe £ € (z,z +
1) tel que

1
In(l+z)—Ilnz = 3

1 1 e
Comme £ > x ona — < —. D'ou l'inégalité.
x
4. f(x) = €. Appliquer le TAF. sur [0, z] (on suppose = # 0). 1l existe ¢ € (0, z) tel
que

e —ed=e(z—-0) = e —1=uze".

En particulier, siz > 0 alors €© > 1 donce* — 1 > . Six < 0 on obtient ¥ —
1<z
5. Reégle de I'Hopital — limites quand z — 0

a) :alclil(l) it ;B)n 71 Forme 0/0. Par L'Hopital :
) 1 1
lim = —.
2=0n(l+z)"t n
In(1
b) lim n(l + w) Forme 0/0. Par L'Hopital :
z—0t \/5
1/(1+z) 1
lim ——* = lim 2v/z - =0.
I S avE) T Am Ve
. 1—coszx o 2 o
c) lim ———— Développement limité : 1 — cosz ~ %, tanz ~ z, donc limite

z—0 tanx
0. (Ou L'Hopital : dérivée numérateur sin z, dérivée dénominateur sec?  —

sinz cos?z — 0)

I —Ssine ﬁ

d) lim 5

+ o(x?). Donc numérateur ~
z—0 ;133

. Développement :sinx = & —

3
‘% et la limite vaut —.
6



