Exercice 1

[1]e” a l'ordre 3

Etape 1 : rappeler la formule de Taylor en 0

f(z) = f(0)+ f(0)x + %:ﬁ -+ @m‘g + o(z?)

Etape 2 : dérivées de f(CC) = €” Toutes les dérivées valent e”

Etape 3:valeursen0 f(0)=1, f'(0)=1, f"(0)=1, f"(0)=1

, 2 3
Etape 4 : remplacement |g? — 1 4+ 2 + % + % + o(z?)

[2] sin x a l'ordre 3

Etape 1 : dérivées successives
sinx — cosr — —sinzr — —cCos<T
Etape 2 : valeurs en 0
sin0 =0, cos0=1, —sin0=0, —cos0=-1

Etape 3 : formule de Taylor
1
sint =0+1-2+0-2°— 6:{:34—0(:1:3)

Résultat

sinz =z — — + o(z?)

[3] cos = a l'ordre 2
Etape 1 : dérivées

cosr — —sinxr — —CoST



Etape 2 : valeurs en 0

cos0=1, —sin0=0, —cosO0=-1

Etape 3 : formule de Taylor

1
cosz=1+0-z— ~2°+ o(z?)

2

Résultat

T
cosz =1-— 5 + o(x?)

[4]In(1 + x) a l'ordre 3

Etape 1 : poser la fonction

f(z) = In(1 + )

Etape 2 : dérivées

1 1
et y r) =
1+ x

f'(z)

Etape 3 : valeurs en 0

Etape 4 : formule de Taylor

2  x3

m 2
f///(o) —9

In(l+z)=2— =+ = +o(z*)

2 3

a l'ordre 3

[5]

1+ x



Etape 1 : poser la fonction

Etape 2 : dérivées

/ . 1 14 - 2 xr) = 6
f(x)——m, flz)= 77— YPERY

Etape 3 : valeurs en 0
=1 FO)=-1 fO=2 f0)=-6

Etape 4 : formule de Taylor

1
:1—:13+a:2—:133—|—0 z3
1+ ( )
Exercice 2
[1] e2* a l'ordre 3
Etape 1: DL de base
2 3
em:1+w+%+%—|—o(w3)

Etape 2 : substitution = — 2z

(2z)*  (22)°

2z
=1 2
e + 2z + D) + 6

Etape 3 : simplification

4
e* =142z + 22* + §w3 + o(z*)




[2]sin(3x) & l'ordre 3

Etape 1: DL de base

3

sinz =z — — + o(z®)
Etape 2 : substitution  — 3z
3 3
sin(3z) = 3z — ( g) + o(z?)

Etape 3 : calcul

sin(3z) = 3z — ga:?’ + o(z?)

Blln(1 — 2x) & l'ordre 2

Etape 1 : DL de base

2

Inl+z)=x— % + o(z?)

Etape 2 : substitution £ — —2zx

(—2z)*

In(1-2z) =2z — 5

+ o(x?)

Etape 3 : simplification

In(1 — 2z) = —2z — 22* + o(z?)

[4] cos(z?) & l'ordre 4

, z? 5
Etape 1: DL de base cosz =1 — 5 + o(z?)

Etape 2 : substitution = — 2 cos(z?) =1 —

Etape 3 : simplification | cos(z?) =1 — Ty o(z*)




Exercice 3

[[e” + In(1 + z) a l'ordre 2

Etape 1 : DL de chaque fonction

72 2
em:1+w+?—|—o(x2), Inl+z)=x—

Etape 2 : somme terme par terme

2 2
(1—|—m+%)+(w—%):1+2w+0-w2

Etape 3 : résultat final |e” + In(1+ z) = 1 + 2z + o(z?)

[2] e® - sin x a l'ordre 2
Etape 1 : DL de chaque fonction
e =1+ x+o(z?), sinz=z+ o(z?)

Etape 2 : produit (1 +z) -z =z + 2°

Etape 3 : résultat final |€”-sinz =z + z® + o(z?)

Bl (1+ x) - e” alordre 2

Etape 1: DL de chaque facteur
22
1 + z est déja un polynéme, e* =14z + - 1 o(z?)
Etape 2 : produit
2

3
(1-|—:1:)(1—|—m—|—%):1—|—2w—|—§w2+0(w2)

Etape 3 : résultat final

3
(1+x)e® =1+2z+ 59:2 + o(z?)




[4lcosz - In(1 + z) a l'ordre 2

Etape 1 : DL de chaque fonction

2 x>
cosle—?—l—o(aﬂ), ln(1+a:)::c—?+o(w2)
Etape 2 : produit
z? 2 2z
-2 ) (z— )= — — - — 2
-2 @-)=a- 2 T o)

2

On ne garde que les termes jusqu'a l'ordre 2, donc x — %

Etape 3 : résultat final

2

cosz-In(l+z)=z— %+o(w2)

Exercice 4

[1]

a l'ordre 2
1+

Etape 1: DL de chaque fonction

2
1
e$:1+x+%+o(m2), 1+$:1—x—|—az2—|—0(m2)
, T 1
Etape 2 : utiliser - = e” - 172

2
T
(1+:B+E)-(1—:1:+x2)

Etape 3 : développer (en gardant les termes jusqu’a z2)
1-1=1

()42 1=-2z4+2=0
1-w2+:c-(—:c)+%2-1:a:2—a:2+

MF‘?N
8

Etape 4 : résultat final




sin x

[2]

al'ordre 2
€T

Etape 1: DL du sinus

sinz =z — % + o(z?)
Etape 2 : division par
. ;[;3 3
sinz x— & +o(x”) L 33_2+0(w2)
T T 6
Etape 3 : résultat final
sin 2 9
=1— — +o(z?)
T 6
In(l1+x
[3] ¥ a l'ordre 2
I
Etape 1: DL du logarithme
22

Inl+z)=x— ) + o(xz?)
Etape 2 : division par =

In(1+ x) _:c—%+0(a:2) "
T N T N 2

Attention ici : I'ordre de x change, on ne garde que les termes jusqu’a z!

Etape 3 : résultat final




Exercice 5

Méthode générale

1. Poserx = 1+ h,avech — 0.

2. Réécrire la fonction en termes de h.

3. Développer la fonction autour de h = 0 avec les DL connus.

4. Remettre éventuellement en termes de .

[1] In « au voisinage de 1 a l'ordre 2

Etape 1 : substitution
z=14+h = Inz=In(l+h)

Etape 2 : utiliser le DL connu du logarithme

2

In(1+h)="h-— % + o(h?)

Etape 3 : résultat

[2] \/x au voisinage de 1 a l'ordre 2

Etape 1 : substitution
r=1+h = Jz=vV1+h

Etape 2 : utiliser le DL connu de v1 + h

h b2
\/1+h:1+§—§+0(h2)

Etape 3 : résultat




1

[3] — au voisinage de 1 a l'ordre 2
x

Etape 1 : substitution
1
xr=14+h = = —
Etape 2 : utiliser le DL de ﬁ
—— =1—h+h*+o(h?
T=h + h* + o(h®)

Etape 3 : résultat

S=1-(@ 1)+ (@ 1) +ol(z 1))

Bilan méthode — changement de point

e Toujours poser £ = a + h pour réduire au développement autour de 0.
e Réutiliser les DL connus de fonctions en 0.
e Attention a l'ordre : le terme dominant est souvent h, pas .

e Re-exprimer le résultat en fonction de £ — a pour plus de clarte.

Astuce : cette technique sert pour toutes les fonctions développées autour d’un point

différent de 0 et est tres utilisée pour les limites ou les développements d'ordre supérieur.



Exercice 6

Etape 1: DL de € au voisinage de 0 a l'ordre 2

T 332 2
e :1+:1:+?—|—0(;c)

Etape 2 : remplacer dans la limite

e —1—=x (1+w+‘%2+0(:c2))—1—:1:

x? x?

Etape 3 : simplification

5 tol®) 1 ofa?)
x? 2 x?
Etape 4 : limite
. e —1—a 1
im = —
x—0 2 2

. sinxz —x
[2] lim 3
x—0 X
Etape 1: DL de sin x au voisinage de 0 a l'ordre 3
3
sinz =z — % + o(z*)

Etape 2 : remplacer dans la limite

sinz — (:c—%3+o(w3))—:c

3 3

Etape 3 : simplification

= —=+
x3 6 x3
Etape 4 : limite
. sinx —x 1
lim = ——
z—0 ZB3

10



Etape 1: DL de In(1 + z) au voisinage de 0 & I'ordre 2

x2

In(l4+z)=z— 5 + o(z?)

Etape 2 : remplacer dans la limite

In(l+z)—z (z—%+o0(?)—=

Z

Etape 3 : simplification

Etape 4 : limite

Bilan méthode

1. Remplacer la fonction par son DL adapté a l'ordre (assez grand pour que le terme
dominant survive).

2. Simplifier le numérateur et le dénominateur.

3. Identifier le terme dominant : c'est lui qui donne la limite.

4. Ecrire le reste en o(x™) et vérifier qu'il disparait dans la limite.



Exercice 7
2
[1]e* alordre4

Etape 1: DL de base de e”

2 3 334

e =1+a+ o+ o+ op +oa?)

Etape 2 : substitution T > z?

e =1+a2+ L 4
Etape 3 : simplification jusqu’a z

332 reste 332

(22)2/2 = a4/2

les termes supérieurs (z° /6) deviennent o(x?)

Résultat 2 ) , 2z 4
esulta e =1+z —|—E—|—o(w)

[2In(1 + = + z*) a l'ordre 2
Etape 1: poser h = z + z2
In(1+z +2%) =1In(1+h)

Etape 2 : DLde In(1 + h)

h2
In(1+h)=h— o+ o(h?)
Etape 3 : remplacer h = & + 2
h? = (z + 2?)* = 2 + 22° + «*

Etape 4 : garder les termes jusqu’a 2

In(l+z+2°) = (z +2°)

Résultat 22
In(l+z+2°) =z+ 7+0(a:2)

12



sinx o .
a l'ordre 1 (ou 3 si nécessaire)
1 —cosx

Etape 1: DL de sin x et cos

z3 z? g

sin:z;:a:—?—i—o(:c?’), cosmzl—?—kﬁ—ko(w‘l)

Etape 2:DLde 1 — cos

z? 2  xt
1— =1 (1= 4+ = Hh=-__ _ 4
cos T ( 2+24)—|—0(w) 5 24+0(x)
Etape 3 : former le quotient
sinzg T — %3 + o(z?)

1—cosz zZ —Z +o(z?)

Etape 4 : factoriser les puissances de

.’E2
sing * (1 G +0(332)) 21— ‘%2 + o(x?)
— - T 12 2
1—cosz x2<%—§+0(:c2)) r 1-35 +o(z
EtapeS:utiIiserIaformuIe%:1+u—v+o(u,v)
2
1_ 2 2 g2 72
6 2 2
—1-= 4 —1- =
2 6+12+0(a:) 12+0(a:)

Etape 6 : résultat final

Bilan méthode — Exercice 7

1. Pour les substitutions compliquées, écrire un nouveau h si nécessaire.

2. Pour les quotients, factoriser les puissances dominantes.

3. Utiliser la formule }JFTZ =1+ u — v + o(u, v) pour simplifier.

4. Toujours garder les termes jusqu’a lI'ordre demandé.
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