Matrices et déterminants

1. Définition et notations

Définition : Une matrice A = (a;;) avec 1<i<met1<j<n;mmneN estun
tableau a m lignes et n colonnes a coefficients dans K de la forme :

a’ll e al] cee aln
a21 e azj e azn

A= (a;j)1cism = . . . . '
( U)lSan a1 aij Ain
am]_ e amj cee amn

e | est’indice de la ligne

e jest’indice de la colonne

e Les éléments a;; sont appelés termes de la matrice A. lls appartiennenta R ou
C.

e La matrice a m lignes et n colonnes est dite matrice rectangulaire d’ordre

m X n (ou matrice (m,n)). L’ensemble des matrices d’ordre m X n est noté

par M,, , (K).
V2 0 —10
Exemple: A= ( R ) est une matrice (2,3) , A € M,, (K).
3

2. Matrices particulieres
2.1  Matrice colonne

C’est une matrice qui a une seule colonne. On I’appelle aussi vecteur colonne
aq

a
A=| "7

€ Mm,l (K)

Am

-2
Exemple: A= ( 0 )
7



2.2  Matrice ligne
C’est une matrice qui a une seule ligne. On I’appelle aussi vecteur ligne

A= (alraZr "'ran) € Ml,m (K)

Exemple: 4 = (1, -7, Og)

2.3 Matrice nulle

C’est une matrice dont tous les termes sont nuls autrement dit, a;; =0Vi=1,..,m

etvj=1,..,n. Onlanotepar 0y, .

0 O
0 O
Exemple: 0,, = (0 0) 03, = <0 0>
0 O

2.4 Matrice carrée :

C’est une matrice dont le nombre de lignes est égal au nombre de colonnes (m = n).
Au lieu de dire matrice (n,n), on dit matrice d’ordre n. L’ensemble des matrices
carrées d’ordre n est note M,, (K).

1 2 0
Exemple : A= (i _85) CA=|7 —% 3
2 6 5

2.4.1 Diagonale principale et diagonale secondaire
Soit la matrice carrée d’ordre n
all ces alj ces aln
/a21 e aZj e aZn
| : : )

A

.o : P
all cee al] cee alTL |
\anl eee an] e ann/

La diagonale principale est la suite des €léments a,, a,,,...., QGyy.
On note gA = (a1, Az, e+, Apy) -

e q;; estsur la diagonale principale si i = j
e a;; estau dessus de la diagonale principale si i < j



e q;; estdessous de la diagonale principale si i > j
e q;; estsur la diagonale secondairesi i +j =n+1

1 2 0
Exemple : A=\|7 —% 3
2 6 5

diagA = (1,-1/2,5)
7,2, 6 sont au dessous de la diagonale principale

2,0, 3 sont au dessus de la diagonale principale

1 . .
0,— Y 2 sont sur la diagonale secondaire

2.4.2 Trace d’une matrice carrée

La trace d’une matrice carrée A est la somme des éléments de la diagonale principale.
On lanote partrAetona: trA =, a; oun est’ordre de la matrice A .

1 2 0
Exemple : A=|7 —% 3
2 6 5

tra=1+(-3)+5="

2.4.3 Matrice triangulaire supérieure

Une matrice carrée d’ordre n est dite triangulaire supérieure si a;; = 0 Vi > j : Tous
les éléments qui se trouvent au dessous de la diagonale principale sont nuls.

1 -6 8
Exemple : A= (0 3 =7
0 0 5

2.4.4 Matrice triangulaire inférieure

Une matrice carrée d’ordre n est dite triangulaire supérieure si a;; = 0 Vi <j: Tous
les éléments qui se trouvent au dessus la diagonale principale sont nuls.



9 0 0
Exemple : A=|7 12 0
1 3 -5

2.4.5 Matrice diagonale

Une matrice carrée d’ordre n est dite diagonale si a;; = 0 Vi # j .

1 0 O
Exemple : A= (0 -1 0)
0O 0 3
2.4.6 Matrice identité

Une matrice carrée d’ordre n est dite matrice unité ou identité si elle diagonale et tous
les termes de la diagonale principale sont égaux & 1. On la note par I,,.

1 0 0 1 0 0 O
S ) P () P (-
0 01 0 0 0 1

2.4.7 Matrice scalaire

C’est une matrice diagonale dont tous les éléments de la diagonale principale sont
égaux.

a 0 O
Exemple : A=|0 a 0] ,a€K
0 0 a

Remarque : La matrice identité est une matrice scalaire.

2.4.8 Matrice symétrique

Une matrice carrée est dite symétrique si a;; = a;; Vi,j.

4 _7 8 -2 11
Exemple: A = (_7 1 ) , A= (—2 6 5 )
11 5 0

2.4.9 Matrice antisymétrique

Une matrice carrée est dite antisymétrique si a;; = —a;; Vi,jet a; =0 Vi

0 -1 8
Exemple: A= 1 0 -13
-8 13 0

Remarque : La matrice nulle est symétrique et antisymétrique en méme temps.



3. Opérations sur les matrices
3.1 Egalité de deux matrices

Deux matrices A et B sont égales (on note A = B) si et seulement si elles ont le

méme nombre de lignes, le méme nombre de colonnes et les coefficients a la

méme position sont égaux. Autrement dit, si 4 = (al])1<l<m et B = (byj)1<ism
1sj=

1<jsn
alors,
A=B¢>au=bu Vi=1,"',m et ijl,“‘,n
9—-4 3 5 3
Exemple : 0 7 =< 0 12-5
—6 1 7—13 1
0O 0 O
(0 0 0>¢(g 8)
0O 0 O

3.2 Addition des matrices

Soient A = (au)1<l<m et B = (b;j)1sism deux matrices & coefficients dans K. La
<jsn

1<jsn
sommede A et B notée A+ B est la matrice @ m lignes et n colonnes dont chaque
coefficient est la somme des coefficients de méme position de A et de B.

A+B = (aij + bij)lsism

1<jsn
Exemple : A=(; _03 160) | B=(113 g 181)
G T - R

Proposition : Si = (au)1<l<m , B = (bu)1<l<m etC = (CU)1<l<m sont trois matrices

sjsn 1sjsn

a coefficients dans K alors,

- L’addition est associative : A+ (B+C)=(A+B)+C

- La matrice nulle a m lignes et n colonnes est un élément neutre pour 1’addition :
A+0=0+A4A=4

- Toute matrice A admet un symétrique pour I’addition :
En posant - A = (—a;;)1zism Onaura A+ (—A4) = (—A)+A =0

1<jsn

- L’addition est commutative :A+ B =B + A



Remargue: On note A— B la somme de A et du symétrique de B c'est-a-dire :
A—B=A+ (—B).

Exemple : A= (_03 160) . B= (i ;)

A-B= (_03 160) - (451 g) - (_03—_45 160_—78) - (:2 _21)
3.3  Multiplication d’une matrice par un scalaire de K

Soient A = (a;;)1=i=m €t € K. On appelle produit de A par 4, la matrice a m lignes

1<jsn
et n colonnes dont chaque coefficient est obtenu en multipliant chaque coefficient de A
par 2. Onnote . A = (Aa;;)1<izm -

1<jsn
T 0 2
Exemple : A=< 3) , A=4

V3 —15 9
1 1 4
- 4, 40 4= -
ra=a2" O 3= *" )= % 3
V3 —15 9 4.3 4.(-15) 4.9 43 —60 36

Théoreme : Soient A,B € M,,, ,(K) et A, u € K alorsona:
AMA+B)=214+ B

A+uwA=21A+uA

(AA = A(nA)

1.L.A=A

3.4 Produit de deux matrices
3.4.1 Produit d’une matrice ligne par une matrice colonne

b,

Soient A = (aq,a,,-+,a,) € M1 ,(K) et B = b:z

€ M, ,(K) le produit de A par
by,
B est la matrice d’ordre 1 x 1 dont le coefficient est donné par :
a,b, + a,b, + -+ a,b,

8
Exemple : (5,1,—2)><(0>=5><8+1><0+(—2)><4:32
4



3.4.2 Produit d’une matrice par une matrice colonne

Soient A € M,,, ,(K) et B € M, ;(K) une matrice colonne. Le produit de A par B est
la matrice A X B d’ordre (n, 1) dont le i-eme terme est obtenu en multipliant la ligne i
de A par la colonne B.

3 -2 7 1 3x1+(—2)x2+4+7x%x3 20
Exemple : (1 1 4>x<2>=< 1X14+1%x2+4x%x3 >=<15>

-8 3 5 3 (-8)x1+3x2+5x%x3 13
6
¢ )x(o)-(d

3.4.3 Produit de deux matrices

Soient A = (a;;) € My, (K) et B = (bj) € My, (K). Le produit de A par B (dans
cet ordre) est la matrice C = (cy) € My, , (K) tel que ¢, = Y71 a;; bj

Remarque : Pour que le produit A. B soit possible, il faut que le nombre de colonnes
de A soit egal au nombre de lignes de B :

A(m,n) x B(n,p) = C(m,p)

Le produit se fait toujours « ligne par colonne »

1 2 3 10
Exemple : A= (4 c 6) , B = (2 3)
4 1

AxB:(1 2 5 é g :(1x1+2x2+3x4 1x0+2x3+3x1)
4X1+5%xXx2+6%x4 4x0+5%x3+6x1

4 1
1 2 3
17 9 16 12 17
Xb = ; X A= ; XL = ;
AXB (38 21)  Bx4 (184 1(39’ ig)  Axc (37 30 41)’

C X A n’est pas défini.
Propriétés : Soient A, B et C trois matrices. Lorsque le produit est bien défini, on a :

e AB+C)=AB+ AC
e (AB)C = A(BC)
e Engénéral, AB # BA



3.5 Inversion des matrices

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On appelle ’inverse de A la matrice notée A~!
d’ordren telleque A.A™'= AL A=1,.

Cemn (1B o
Exemple : Soit A = (_2 3) , déterminons A7".

Onpose A7 = (a b)

c d

a+5c=1 (D

1 1 5\(a by_(1 0 —2a+3c=0 (2)

A.4 ‘12‘:’(—2 3)(0 d)_(O 1)‘:’ b+5d=0 (3)

—2b+3d=1 (4

La résolution du systéme d’équations nous donne :

a=> , b==, c=2 d==
13 13 13 13

3 =5

-1_ |13 13

A= 2 1

13 13

Proposition : Soit A une matrice d’ordre n inversible, alors A~ est aussi une matrice
inversible d’ordrenetona: (4"}~ = A.

Proposition : Soient A et B deux matrices d’ordre n inversibles alors, A.B est une
matrice inversible d’ordre netona: (4.B)"' =B 1.471.

3.6  Transposée d’une matrice

Soit A = (a;;) € My, ,(K). On appelle transposée de A la matrice notée A* (ou A”)
définie par A" = (a;;) € M, (K) obtenue de A en changeant les lignes en colonnes.

1 2 3 1 4
Exemple : A= (4 9 6) , At = (2 0)
3 6

Remargue :

e Une matrice carrée A est symétrique si A = A
e Une matrice carrée A est antisymétrique si A® = —A



Propriéteés :

o VAEM,,(K), (A)' =4

e VABEM,,(K): (A+B)t = At + B!
o VAE My, (K), Va €K : (ad) = aAt
o VAEM,,(K),VBEM,,(K):(A.B)' = B.. A
e VA€ M,(K) inversible, (4™ 1)t = (491

4. Déterminants

Nous omettrons de donner la définition formelle du déterminant qui impliquerait des
notions de permutations. Nous allons plutét nous intéresser au calcul de celui-ci. Par
consequent, nous nous conterons de dire que le déterminant d’une matrice carrée
d’ordre n a coefficients dans K, noté detA ou |A|, est un scalaire de K défini de la

facon suivante :

4.1 Déterminant d’ordre 1 et 2
e Pourn=1, A= (ay;) alors, detA = a4

e Pour=2, A=

) . _ (3 -
Exemple : SO|t—(7 10
13 =5
detA = 7 10

4.2 Déterminant d’ordre 3

(a11
az,

5

aqz
az;

4.2.1 Méthode de Sarrus

ayp Qg
Soit A=|az1 Ay

asz; dQdgzp

aqs3
azs
ass

) a|OrS, detA = aqq X Ayp — Ayq X aq;
) alors,

(3% 10) — (7 x (=5)) = 65

La méthode consiste a recopier les deux premiéres lignes (respectivement les deux
premiéres colonnes) de A en dessous de la troisieme ligne (respectivement apreés la
troisiéme colonne). Dans ce cas, le déterminant de A est égal a la somme des produits
des éléments des diagonales descendantes diminué par la somme des produits des
éléments des diagonales ascendantes. Ainsi,

aii
azy
detA = |a31
a1
azy

Ou bien

a2
sz
asz
Qi
25Y)

a3
azs

aq3
az3

_ (a11a22a33 + a2103,013 + A31015053)
—(a31022043 + A1103,053 + Ap101033)



i1 Qg2 Aq3 Qg1 Qg2
Q1 Az Q3 Apq Ay
31 Az dzz dAzq A4z

(a11022033 + Q12053031 + A1305103;)

detA =
—(a31022043 + A33023041 + A33031017)

2 0 -3
Exemple : Soit A (5 -1 6 )
7 8 1

-1 6 [2x (D) x 1)+ (5x8x(=3))+ (7%0x6)]
T —[(7x(-1) x(=3))+ (2x8x6)+ (5% 0x1)]
= —239

2 0 -3 2 0

detA=|5 -1 6 5 -1

7 8 1 7 8
[(x(-1)x1)+(0x6x7)+ ((—3x5x8)]

T —[(7x(=1) x (=3)) + (8x6x2)+ (1 x5x0)]
= —239

Attention : la méthode de Sarrus s’applique uniquement au calcul du déterminant
d’une matrice d’ordre 3.

4.2.2 Meéthode de développement par rapport a une ligne ou une colonne

On affecte, alternativement, aux éléments de la matrice des signes positives et négatifs
en commencant par I’élément a,,; auquel on associe un signe positif. Par la suite on
choisit une ligne ou une colonne pour calculer le déterminant.

+ - +
a1 QA Qg3
— - + -
A=laz a; ax;
+ - +
asz; Qs 0Qass
On remarque que :

e sii+ jestpair, leterme a;; est affecté d’un signe positif
e sii+ jestimpair, le terme a;; est affecté d’un signe négatif

Dans ce cas, les signes + et — peuvent étre remplacés par (—1)**/ alors,
Si on choisit par exemple la premiére ligne, on aura

10



+ - +
a1 A2 Qg3

azp QAzz az1 QAz3 az1 Ay
— | A= + -1 = _
detA = ail 22 aiS = tan |a32 a33| 412 |a31 a33| 413 |a31 a32|
az; dzp; dzz
Ou bien
a, Qs a1 dAzz a1 Ay
detA = (—-1)*1a | |+ —1)*2q | |+ —1)*3¢q | |
( ) 11 a32 a33 ( ) 12 a31 a33 ( ) 13 a31 a32
Si on choisit la troisieme colonne, on aura :
+ - +
Ay Qg Qg3
detA = laz. ot @zl = +a |a21 a22|—a |a11 a12| a |a11 a12|
- 21 22 23| — 13 a31 a32 23 a31 a32 33 a21 a22

- +
az; a4z 0azz

Ou bien

Az1 dz2 a1 Q12 a1 Q12
detA = (-1)*3a | |+ —1)3*3q | |+ —1)*1g | |
( ) 13 as, Qss ( ) 23 as, Qs ( ) 33 ay, Qs
Remarque : La valeur du déterminant est la méme quelque soit la ligne ou la colonne.
Par conséquent, il est conseillé de choisir une ligne ou une colonne qui contient le plus
de zéros afin de réduire les calculs.

2 0 =3
Exemple : Reprenons la matrice précédente A=(5 -1 6
7 8 1

Etant donné que le terme a;, est nul, il est préférable de choisir la premiére ligne ou la
deuxiéme colonne

e Par rapport a la premiere ligne on obtient :

2 0 -3
detA =[5 -1 6|=(D"2|70 Y+ 0ED = -239
7 8 1 8 1 7 8

4.3  Méthode pratique pour le calcul du déterminant d’ordre n

Il s’agit de la méthode dite des cofacteurs qui généralise le principe de développement
par rapport a une ligne ou une colonne. Par conséquent, cette méthode s’applique aussi
bien a I’ordre n qu’a I’ordre deux ou trois.

Avant de donner la formule générale du déterminant d’ordre n, nous définissons
d’abord le mineur d’indices i et j de la matrice A = (a;;) ainsi que le cofacteur associé

a I’élément a;;.

Soit donc A une matrice carrée d’ordre ,n = 2

11



e Le mineur d’indices i et j de la matrice A est le déterminant noté M;; de la
matrice réduite A;; obtenue de A en supprimant la i-eme ligne et la j-ieme
colonne : M;; =det A;; Vi,j=1,-,n.

e Le cofacteur de I’¢élément a;; est le nombre ¢;; défini par ¢;; = (—1)"*/M;; ol
M;; est le mineur d’indices i et j de la matrice A.

Remarque : Le mineur et le cofacteur ne différent que par le signe (—1)"*/.

e Si i+ estpairalors c;; = M;;
e Si i+j estimpairalors, ¢;; = —M;;

1 -2 0
Exemple : Soit A = (O 3 7)
3 5 4

Cn = (—1)"IM,, = (—1)1+ 2 Z =23

C23 = (_1)2+3M23 = (—1)%*3 |§ _52| =—-11

7| =23

4
o=y -

M, = |§

el 2es | e m ooy s

Compte tenu des deux définitions précédentes, nous pouvons donner deux écritures du
déterminant d’ordre n :
e Développement par rapport a une ligne (la i-eme)
detA = a;;¢i4 + ajCip + -+ + AinCin
e Développement par rapport a une colonne (la j-€me)
detA =aqjcq; + azjcyj + -+ ayjcy;

2 0 =3
Exemple: SoitA = (5 -1 6 )
7 8 1

e Si nous choisissons la 3°™ ligne (i = 3)
detA = a31C31 + a32C32 + a33Ci3
0 -3 ) 2 -3
C31 = (_1)3+1 |_1 6 | = -3 C3p = (_1)3+2 |5 . | = _27

e = (1[5 0| =2

detA =7 X (=3) + 8 x (=27) + 1 x (=2) = —239

12



e Sinous choisissons la 1°™ ligne (i = 1), il n’est pas nécessaire de calculer c;,

car a,, est nul. Dans ce cas, detA =a;;¢1 + a;3C13

— (_ 1+1_1 6__ . — (_ 1+35 _1_
=DM Y=-49 0 as=0 =47
detA =2 x (—49) + (—=3) x 47 = —239

4.4 Propriétés des déterminants

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K

1. Si deux lignes (ou deux colonnes) de la matrice A sont proportionnelles (ou
identiques), son déterminant est nul.

Exemple :
1 9 2 \ \
detA=|4 6 8/|=0 (la3"™ colonne est proportionnelle a la 1°™)
-3 1 -6
7 2 6 \ ‘
detA=|3 —1 2|[=0 (la3°™ ligne est proportionnelle a la 2°™)
12 -4 8
2. Si la matrice A a une ligne (ou une colonne) nulle, son déterminant est nul.
Exemple :

2 10 -3 1

1 -2 0
detA = 2 (6’ 8 102=0; detB=0 3 o0|=0
3 5 0

-15 1 0 7
3. Si I’une des lignes (ou des colonnes) de A est une combinaison linéaire des

autres lignes (ou colonnes), son déterminant est nul.

Exemple :
1 2 -1 1 2 3x(1)-2x%x(2)
detA=15 1 13|=|[5 1 3x(5B)—-2x(1)|=0
30 9 3 0 3x(3)—2x(0)

On remarque que la 3°™ colonne est égale au triple de la 1% colonne — le
double de la 2°™ colonne donc detA = 0

-2 5 1 -2 5 1
detA=|2 -2 4|=|-2+4 -7+5 3+1(=0
4 -7 3 4 -7 3

13



On remarque que la 2°™ ligne est la somme de 1% ligne et de la 3°™ ligne
donc detA =10

Si I’on permute deux lignes (ou deux colonnes) d’un déterminant, ce
dernier change de signe.

1 9 -3
Exemple: Soit detA=|4 6 -2|=-160
-3 1 5
- Si I’on permute, la 1% et la 3°™ ligne de la matrice 4 on obtient
-3 1 5
detB=]14 6 —2[=160= —detA
1 9 -3
- Si I’on permute, la 1% et la 2°™ colonne de la matrice A on obtient
9 1 =3
detC=([6 4 —2|=160= —detA
1 -3 5

Si aux éléments d’une ligne (ou colonne) on ajoute k fois les éléments
correspondants d’une autre ligne (ou colonne), la valeur du déterminant ne
change pas. Cette propri¢té est utilisée pour simplifier le calcul d’un
déterminant en faisant apparaitre des z€éros.

Exemple :
7 10 6 —7 10 6
detA=2 -1 1|= 2 -1 1
8 4 5| [-8+4(2) 4+4(-1) 5+4(1)
7 10 2
=2 -1 1 =9|‘27 ig = 9(7 —20) = —117
0 0 9

(on ajoute & la 3*™ ligne le quadruple de la 2°™ ligne)

1 9 -3 1 9+43(-3) -3 1 0 -3
detA=|4 6 —2[=[4 6+3(-2) -2[=|4 0 =2
31 51 [-3 1+36) 5| 1-3 16 5
= _16 |i :3| — _16(=2+ 12) = —160
(on ajoute & la 2°™ colonne le triple de la 3°™ colonne)

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments
de la diagonale principale. En particulier, detl,, = 1.

14



10.

4.5

5 0 0

detA=|-1 5 0|=5%x5x%x(=3)=-75
2 0 -3
10 -4 1

detB=|0 7 6|/=10x7x2=140
0 0 2

Si chaque élément d’une ligne (ou colonne) de A est multiplié par un
scalaire A € K alors, le déterminant est multiplié par A. Par conséquent,
det(A1A) =A"detA, L€ K

1 9 -3
Exemple:detA=|4 6 -2
-3 1 5
1 9 -3 1 9 -3 1 9 -3
detB=|8 12 —-4|=12(4) 2(6) 2(-2)|=2|4 6 -2
-3 1 5 -3 1 5 -3 1 5

La 2°™ ligne de B est multipliée par 2 alors, detB = 2 x detA

1 9 9 1 9 (=3)(-3) 1 9 -3
detC=|4 6 6|=[4 6 (3)N=)|=-3)|4 6 -2
-3 1 151 |-3 1 (-=3)(5) -3 1 5

La 3°™ colonne de € est multipliée par (-3) alors, detC = (—3) x detA

detAt = detA

det(4A X B) =detA X detB
1

Si A est inversible alors detA # 0 etona detA™! = Tera

Application des déterminants au calcul de I’inverse d’une matrice

carrée d’ordren (n = 2)

5.4.1 Définitions

Soit A une matrice carrée d’ordre n.

On appelle matrice des cofacteurs ou comatrice de A, la matrice carrée d’ordre
n formée par tous les cofacteurs c;; = (—1)"+fMij des éléments a;; de la
matrice A. On la note par comA.

La transposée de la comatrice de A est appelée matrice adjointe de A. On la note
par A* ou adjA eton (comA)t = A*

15



On peut facilement vérifier que :

detA 0 0 0
0 detA 0 0 \

AX A =detAx | O |
\0 o 0 -- 1/
Par conséquent, si detA # 0, A est inversible et son inverse A~! est égale a :

1

-1 *

detA

1 3 1
Exemple : Soit A = ( 3 1 3)
-1 5 7

Le développement par rapport a la 1ére ligne nous donne :
detA=1%x(—8)+3x(-24)+1x16 = —64
OnadetA #+ 0 donc A est inversible

/+

comA = | —

\+

2 7| —| B -8
_|§ 3 /

-8 —16
A*=(comA)t=< 24 8 0>

16 -8 -8

1 _1/-8 -16 8\ /1 2 -1
Al=——4" = =={-3 -
deta” “ea\72t 8 0 )7g\ 2 10

16 -8 -8 -2 1 1

_|31 7| |\ ( _o4 16

3
7
1
7
1
3

_ WUl WUl =




