Exercice 1
Solution :
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Exercice 2

b) On vérifié les conditions de Cauchy-Riemann sous la forme :

, d ad
V(x,¥v) EN C.‘R‘:—g+i—g= 0

dx dy
ar
— = 2a(ax + iby) — ia
g(z) = (ax + iby)* —i(ax — ib) = xaf
— = 2ib(ax + iby)
dy
af af
= —+i—=2(a-b)(ax+iby) —ia # 0
dx dy

Alors les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas Vérifiés par conséquent la fonction g n’est pas
holomorphe

€) On vérifié les conditions de Cauchy-Riemann sous la forme :

) - z- z dg 1 |z 1
h(z) = |z| — ilm(z) = Vz.z— :*{—_=—\F+—;&{]

2 dz 2V =z 2
= Alors les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiés par conséquent la fonction  n’est pas
holomorphe
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d) On vérifié les conditions de Cauchy-Riemann sous la forme :
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= Alors les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiés par conséquent la fonction L n’est pas
holomorphe

Exercice 3

Solution : soit Ref(z) = P(x,y) = e*(xcosy — ysiny)on vérifié si P est une fonction

Harmonique :
aP a*p
P e*((x + 1)cosy — ysiny) = Py e*((x + 2)cosy — ysiny)
v(x,y) € R%: ap * 5‘1;
— = —g* ((x + 1)siny +}Fl£'ﬂ.5'}?) = ——= —e* [[x + 2)cosy — }rsin}r)
dy dy*
D'ot AP = g + s;f = g* [[x + 2)cosy — }rsin}r] —e¥ [(x + 2)cosy — }rsin}r) =0

Alors P est une fonction Harmonique, c'est-a-dire qu'il existe une fonction f holomorphe telle que :

f =P +iQ = f est holomorphe, elle vérifie les conditions de Cauchy- Riemann s’écrivent alors :

9P _ aQ 80
dx dy ﬂ_}r
P 3@~ s

3y ox 5 = e*((x + 1)siny + ycosy) --(2)

= e* [[x + 1)cosy — }rsin}r) - (1)

De I’équation (1) on tire
Q(x,v) = [e* [(x + 1)cosy — }rsin}r) dy = Q(x,v) = e*(xsiny + ycosy) + g(x)

[on intégrepar paetie [ e*(—ysiny) dy = e*(ycosy — siny) |
En suite, on dérive @(x,y)par / a x on troue
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Et de I’équation (2) Z—f = e*((x + 1)siny + ycosy) = g'(x) = 0 alors g(x) = C*

D’ou Q(x,y) = e*(xsiny + vcosy)
Finalement on trouve :
f=P(x,v)+iQ(x,v) = e*(xcosy — ysiny) + ie*(xsiny + ycosy) +ic
f= ex({x + iy)cosy + (ix — yjsin}r) +ic= ex({x + iy)cosy +i(x+ iy}sin}r) +ic
= f = (x +iv)e*(cosy + isiny) + ic = (x +iy)e*e? + ic

= f(z) = ze® +ic
Exercice 4

Solution : soit 3mg(z) = Q(x,¥) = In(x*+ y*) on vérifié si @ est une fonction Harmonique :

aQ 2x a%q y?—x?
. 2 7=~ 3 7273 z
v(ny)em: 4 0% X Py ot x4y
T lee_ 2y e yox
—_— = => =
dy x*+y* 9yl x* +y°
PR _ Elz_tg B'Z_Q_ yi—x? yEi—xt
D'ol AP = =+ 57 2x2+_}r2 +2x2+f_ =0

Alors Q est une fonction Harmonique, c'est-a-dire qu'il existe une fonction f holomorphe telle que :

f =F +iQ = f est holomorphe, elle vérifie les conditions de Cauchy- Riemann s’écrivent alors :

aF 3Q apP 2y
= —==,2 @
dx dy _ dx x°+y
ap _ 9Q aP 2x ,
a}r_ dx S}F_ x4 y* @)
De I’équation (1) on tire
2y 2y dx x
P(x,y) = J- dx = — > (cm fait le changement de variable t = — on trﬂuve)
%2 + 32 32 12X y
g

= P(x,y) = 2arc tgi + g(¥)
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En suite, on dérive P(x, ¥)par / & ¥ on troue

d (XJ -x
ap v \y r Z r 2x r
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v x . x“+y
1+— 1+—=
¥
97 . EJP__ 2x ] — — t8
Et de I’équation (2)5— x—z+yz=:-g{x} 0 alors g(x) =C

D’ou P(x,y) = 2arc tgi +c

Finalement on trouve :
f=P(x,y)+iQ(x,v) = P(x,y) = 2arc tgi +iln(x? 4+ v?) +c

1 1
f= Zi(ilﬂ,{xz +y?) —iarc t‘grE + L'c) = Zi(iifn{xz +v%) + iarc t‘grE + ic) =
x

f =2i(Inlz| + iargz + ic) = 2i(Logz) + ic



