Diagonalisation d'une matrice

La diagonalisation d'une matrice consiste a transformer une matrice carrée A en une

matrice diagonale D a l'aide d'une matrice inversible P, telle que :
A=PDP!

ou:
e D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de A.

e P estla matrice formée par les vecteurs propres de A.

1] Etapes pour diagonaliser une matrice

Soit une matrice carrée A.

Etape 1 : Calculer les valeurs propres

On calcule les valeurs propres en résolvant :
det(A—AI) =0

e [ :matrice identité

e )\ :valeur propre

C'est le polyndme caractéristique.

Etape 2 : Trouver les vecteurs propres

Pour chaque valeur propre A\, on résout :
(A—ADX =0

Les solutions non nulles X sont les vecteurs propres.

Etape 3 : Construire la matrice P

On forme la matrice P avec les vecteurs propres comme colonnes.
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P=(vivy ... vp)

Etape 4 : Construire la matrice diagonale D

A0 0
D=10 X 0
0 0 Xs

Les valeurs propres apparaissent dans le méme ordre que les vecteurs propres dans P.

2| Exemple détaille

Soit :

1. Polyn6me caractéristique

det(A—AI)=|4_’\ L ‘

23—
=(4-N(B-X) -2
=X —7\+10

2. Valeurs propres
A —TA+10=0
(A=5)(A=2)=0

Donc:

3. Vecteur propre pour A\; = 5



Résoudre :

Vecteur propre :

4. Vecteur propre pour Ay = 2

Vecteur propre :

5. Matrice P

6. Matrice diagonale D

7. Relation finale

2 1
Ao (2 )

20 +y =0

A=PDP!



La matrice est donc diagonalisable.

Condition importante :
Une matrice n X n est diagonalisable si elle posséde n vecteurs propres linéairement

indépendants.

Exercice : Diagonaliser la matrice

A=

o O =
=N O
N = O

On veut trouver une matrice P et une matrice diagonale D telles que

A=PDP!

1] Calcul des valeurs propres

On calcule le polyndme caractéristique

det(A—AI)=0



Calcul du déterminant :

@HA—XDz(LﬂMFIA 2iJ

=(1-M(2-3"-1)
Développons :
(2—A)2—1=4—-4A+ X —1=X"—-4\+3

Donc

det(A — AI) = (1 — A\)(A* —4X\ + 3)

Factorisation :
M —4A+3=A-1(1-3)
Ainsi :

1-ANA-1)(A-3)=0

Valeurs propres

A =1
Ay =1
A3 =3

La valeur propre 1 est double.

2] Vecteurs propres pour A = 1

On résout

(A-DX =0

A-1T=

o oo
_ = O
_ = O



Systéme :

y+2z=0
Donc
y=—=
Variables libres : x et z
Solution générale :
T
X=|-z
z
On choisit deux vecteurs indépendants :
Six=1,2=0
1
V1 = 0
0
Sizx=0,z=1
0
Vo = —1
1

3] Vecteur propre pour A = 3

-2 0
A-3I=]|0 -1
0 1
Systéme :
—2z =0
—y+2z2=0
Donc
x=0



Vecteur propre :

| —

Vg —

4] Construction de la matrice P

On place les vecteurs propres en colonnes :

1 0 0
P=10 -1 1
0 1 1

5] Construction de la matrice diagonale D

On place les valeurs propres dans le méme ordre :

D —

o O =
O = O
w o o

6| Résultat final

La matrice est diagonalisable car on a 3 vecteurs propres linéairement indépendants.

Donc:
A=pPDpP!
avec
1 0 O
P=10 -1 1
0O 1 1
et

I
oo
oo
w o o



Conclusion :

Pour diagonaliser une matrice :

Calculer det(A — AI)
Trouver les valeurs propres
Calculer les vecteurs propres

Construire P avec les vecteurs propres

ik whNgH

Construire D avec les valeurs propres

Voici les astuces rapides utilisées en examen pour savoir en quelques secondes si une

matrice est diagonalisable (sans faire tous les calculs).

% Astuce 1 : Valeurs propres toutes différentes

</ Si une matrice n X n possede 7 valeurs propres distinctes — elle est toujours
diagonalisable.

Exemple :
)\1:1, )\2:2, )\3:3

Les valeurs propres sont différentes = matrice diagonalisable directement.
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% Astuce 2 : Matrice symétrique

Si la matrice vérifie :

AT = 4
(alors elle est symétrique)
< Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable.

Exemple :

A=

W = N
_~ O =
O i W

La matrice est symétrique = diagonalisable immédiatement.

% Astuce 3 : Multiplicitée

Si une valeur propre est répétée, il faut vérifier les vecteurs propres.
Regle rapide :

multiplicité algébrique = nombre de vecteurs propres
Si c'est vrai = diagonalisable
Sinon = pas diagonalisable.
Exemple :
Valeurs propres :

1,1,2

Si on trouve 2 vecteurs propres pour A=1 = diagonalisable.

Si on trouve 1 seul vecteur propre = non diagonalisable.

% Astuce 4 : Matrice triangulaire

Si la matrice est triangulaire, les valeurs propres sont les éléments de la diagonale.

Exemple :



>

I
oo R
o BN

Valeurs propres :
1,4, 7

Toutes différentes = diagonalisable directement.

% Astuce 5 :

Si la matrice a la forme :

o O Q
o o O
S0 O

Elle est symétrique = toujours diagonalisable.

N Ot W



Systémes d’équations

1] Forme générale

Un systeme linéaire peut s'écrire par exemple :

iz +biy+ciz=d
asx + boy + coz = ds
azx + b3y + c3z = dj
ou :
e I,Y,zsontlesinconnues
les coefficients a, b, ¢ sont des nombres connus

2| Exemple simple

T+y=2>5
20 —y =1

3] Méthode de résolution (substitution)

De la premiére équation :

y=>5—=

On remplace dans la deuxieme :

2e — (b—z) =1

2c—-5+z=1
3z =6
T =2
Puis
y=5—-—2=3
7 Solution :



4] Méthode matricielle

Un systéeme peut s'écrire sous forme de matrice :

AX =B
Exemple :
2 5) () -0
2 —1) \y 1
Si la matrice A est inversible :
X=A"'B

5| Types de solutions

Un systeme linéaire peut avoir :

</ 1 solution unique

Les équations se croisent en un seul point.

Infinité de solutions

Les équations représentent la méme droite ou le méme plan.

Exemple :
x+y=2
2r +2y =4
X Aucune solution
Les équations sont incompatibles.
Exemple :
T+y=2

T+y=>5



Méthode de Gauss

La méthode de Gauss (ou élimination de Gauss) est une méthode utilisée pour résoudre
un systeme d’équations linéaires. L'idée est de transformer le systeme en un systeme plus

simple appelé systeme triangulaire, puis de trouver les inconnues.

1. Exemple de systeme

Considérons le systéeme :

T+y+z2=26
2 —y+2=3
r+2y—z2z=3

2. Ecrire la matrice augmentée

1 1 1 | 6
2 -1 1 | 3
1 2 -1 | 3

3. Elimination (annuler les termes sous le premier pivot)

Pivot = 1 (premiere ligne).
o [2=12-2L1
o [3=L3-1L1

On obtient :
1 1 1 | 6
0 -3 -1 | -9
0 1 -2 | -3

4. Annuler sous le deuxieme pivot

Pivot = -3

e L3=1L3+1iL2



5. Résolution par substitution

Derniere équation :

7
— .= _6
3z
18
zZ=—
7
Deuxieme équation :
—3Jy—z=-9
B 15
YT
Premiere équation :
T+y+z==6
L0
7
Solution :
9 15 18
r ==, Yy= —, Z = —
7 7 7

® Principe de la méthode de Gauss :

1. Ecrire la matrice augmentée.
2. Utiliser les opérations sur les lignes pour obtenir une forme triangulaire.

3. Résoudre par substitution arriere.



