1. Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

1.1. Cosinus hyperbolique et son inverse

Pour x € R, le est :
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chx =

La restriction chy : [0, +00[— [1,+00[ est une bijection. Sa bijection réciproque est Argch : [1,+o0[—
[0, +ocof.
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1.2. Sinus hyperbolique et son inverse
Pour x € R, le est:
eX—e™™
shx =
2
sh : R — R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante vérifiant lim,_,_,, shx =—o0 et
lim,_, ;oo shx = 400, c’est donc une bijection. Sa bijection réciproque est Argsh: R — R.
Proposition 5.

o ch®?x—sh?x=1

e ch’x =shx, sh’x =chx

e Argsh : R — R est strictement croissante et continue.

/. /. 1
Argsh est dérivable et Argsh’ x = T

e Argshx = ln(x +Vx2+ 1)

Démonstration.
e ch’x—sh?x = %[Ee" + e_J‘_)2 —(e* —e"‘)z] = %[(ezx +24e ) —(e2X—2+ e_zx)] =1.
. %(chx) = dd—xe e — = £ — =shx. Idem pour la dérivée de shx.

» Car C’est la réciproque de sh.



¢ Comme la fonction x — sh’x ne s’annule pas sur R alors la fonction Argsh est dérivable sur R. On
calcule la dérivée par dérivation de I’égalité sh(Argshx) = x :
1 1 1

ch(Argshx) V/sh?(Argshx) + 1 CVaZtl
e Notons f(x)=1In (x +v/x2+ 1) alors

Argsh’ x =

f/(x) — 1+ x§+1 — 1
x+vVx2+1 Vx2+1
Comme de plus f(0) = 1In(1) = 0 et ArgshO = 0 (car sh0 = 0), on en déduit que pour tout x € R,
f(x)=Argshx.

= Argsh’ x

O

1.3. Tangente hyperbolique et son inverse

Par définition la est :

shx
thx = —
X chx

La fonction th : R —]—1, 1] est une bijection, on note Argth :]— 1, 1[— R sa bijection réciproque.
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1.4. Trigonométrie hyperbolique

ch?x—sh?x=1
ch(a+b)=cha-chb+sha-shb
ch(2a) =ch?a+sh?a=2ch’a—1=1+2sh%a

sh(a+ b)=sha-chb+shb-cha
sh(2a) =2 sha-cha

tha+thb

thia+b)= T mp



ch’x =shx

sh’x =chx

th'x=1—th®’x =

ch® x

Argch’ x = (x>1)

x2—1

1
Argsh’x =
vx2+1

1
Argth’ x = n

= (xl<D
Argchlen(x+\/x2—1) (x>1)
Argshx=1n(x+\/x2+1) (x eR)

Argthxz%ln(i_i_x) (-l<x<1)




