Equations différentielles du premier
ordre

Définition 1.1 On appelle équation différentielle une équation établissant une relation entre la
variable indépendante x, la fonction inconnue y et ses dérivées, y', y", -+, y™.
On peut écrire symboliquement une équation différentielle comme suit :

F(x7y7y/7' o 7y(n)) =0.

Définition 1.2 On appelle ordre d’une équation différentielle l'ordre de la dérivée la plus elevée
contenue dans cette équation différentielle.

Exemple :

F(z,y,y') = 0 est une ED d’ordre 1.
F(z,y,vy',y") = 0 est une ED d’ordre 2.
yy" = x — 2%y’ = 0 est une ED d’ordre 2.
x —tx 4+ t? =1 est une ED d’ordre 1.

Définition 1.3 On appelle solution ou intégrale d’une équation différentielle toute fonction y
vérifiant identiquement cette équation différentielle.

Définition 1.4 La courbe représentative de la solution (intégrale) d’une équation différentielle
est appelée courbe intégrale.

Remarque 1.1 Résoudre ou intégrer une équation différentielle, il consiste a trouver toutes les
solutions de cette équation différentielle.

1.1 EDs du premier ordre
Les équations différentielles du premier ordre (d’ordre un) sont de la forme :

F(x,y,y") = 0.



1.1 EDs du premier ordre

1.1.1 EDs a variables séparables

Définition 1.5 On appelle une équation différentielle a variables séparables toute équation de
la forme :

fw)y = g(x). (1.1)

ou [ et g sont deux fonctions numériques définies et continues respectivement sur I et J deux
intervalles de R.

Remarque 1.2 L’équation (1.1) peut s’ecrire aussi sous la forme

fy)dy = g(z)dz.

Les solutions de l’équation (1.1) sont définies par :
/f(y)dy = /f(av)da? +c, ceR.
Exemple 1.1 Résoudre sur IRY, I’équation :
22y =y = 0.

1l évident que y = 0 est une soution, pour y # 0 on a
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Donc Uensemble S des solutions est

"
S={y=0 ou e ce R}

Exemple 1.2 Résoudre l’équation :
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Pour x # 0 nous avons

1.1.2 EDs homogeénes :

rtr1r1rt111

Définition 1.6 (fonctions homogénes)
Une fonction f(x,y) est dite homogéne de ses arguments de degré n si elle vérifie l'identité

FQz, dy) = X" = f(z,y)

Exemple 1.3 Montrons que f(x,y) = 2 +y? — 2y est une fonction homogéne :
En effet pour tout (x,y) € R? et A€ R on a :
(Az)* + (\y)* = (A\z) (\y)
N2 4 A% + N2y

N (z? +y* + zy)

N f(2,y)

Donc f est une fonction homogéne d’ordre 2.

fAz,

Exemple 1.4 Montrons que f(x,y)

\y) =
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En effet pour tout (x,y) € R2 et A€ R on a :

f(Az, \y)

Donc f est une fonction homogéne d’ordre 0.

Définition 1.7 (ED homogéne)

2

Y . N
= ——— est une fonction homogéne :
22 + 92 f J

(Az)? — (Ay)?
(Az)? + (Ay)?
22— o2

22 + 92
f(x,y)

Une équation différentielle de la forme y' = f(x,y) est dite homogéne lorsque la fonction f(x,y)

est homogéne de degré zéro.
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Remarque 1.3 Une équation différentielle homogene peut se mettre toujours sous la forme :
’ Yy

r=o(2)
x

1.1.3 La résolution d’une équation différentielle homogeéne :

Soit I’équation différentielle homogene :
r_ y)
Y w(x ().

Posons 2 = u, donc y = ux <=y’ = zu’ + u alors
x

— au' = f(u)—u
= v ol
flu) —u =z
du dx
= =—
x

= /f =Injz|+¢ ceR.

Donc les solutions de ’équation (*) sont définies par :

y=zu, et Jzzke/f(u)_u, k € R.
Exemple 1.5 Réoudre l’équation suivante

:\/W—l—y (k).

En effet pour x #£ 0 on a

2 2
i —y* oy
*k) <= ' = + =
() Y p .
U\ 2
— Yy = 1—(£) +4
X X

Y
Posons = = u, donc y' = zu' + u, alors
x

(xx) <= au'+u=+V1—-u2+u
= au =1 u?
(A
Vi—u?2 =z
du  d
vV1—u? x
< arcsinu=Inlz|+¢, ceR
= u:sin(ln|x|+c>, ceR
= y:xsin<1n|a:|+c), ceR.
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Exemple 1.6 Intégrer [’équation

2_ .2
y’:y i (s * ).
2xy
2 2
(k% %) < Zy’—y——a;—
ry Ty
= 2y'—g—£.
r y
Posonsg:u, donc y' = zu' + u, alors
x
(x%%) <= 220 +2u=u——
U
2
1
= 2;Uu':—u +
u
2uu’ 1
1+u?2 oz
2udu dx
= =
1+ u? x
— In(14+uv?))=—-lnz|+¢ ceR
= 1+4+u2=c bl ecR
k
— u2=;—1, keR
— P =kr—2a2? keR

1.1.4 EDs se ramenant aux équations homogeénes

Considérons une équation différentielle de la forme

dy axr +by+c
de f(a’x+b’y+c/) (*)

outa,a, bV, c c,sont des constantes réelles et f est une fonction continue.
1.Si ¢=¢ =0 Déquation (*) est homogene.
2. Lorsque I'un au moins des nombres ¢, ¢’ est différent de zéro, il convient de distinguer deux

cas :

2.1 Le déterminant A = ‘ Z, li)’ # 0.

En introduisant les nouvelles variables « et 3 définies par les formules :

r=a+k
y=p0+I

ou k et [ sont pour instant des constantes indéterminées. Alors

( ac + b3 + ak 4+ bl + ¢ )
doa+tVB+adk+VI+c



1.1 EDs du premier ordre

En choisisant k et I comme solution du systeme d’équations linéaires

{ak—l—bl+c:0 (A #0)

dk+Vi+d =0.
On obtient une équation différentielle homogene

48 b3
=1 Gns)

En cherchant son intégrale générale et en y remplagant « par (z — k) et 3 par (y —[) on obtient
I'intégrale générale de (x)

2.2 Le déterminant A = Z, ;)), = 0, dans ce cas il existe un réel A tel que
a = \a, b = \b
dy (a$+by)+c>
() = do f(/\(a;v +by)+ ¢

la substitution z = ax + by se ramene cette équation a une équation différentielle a variables
séparables.

Exemple 1.7 Résoudre l’équation différentielle suivante
(x+y—2)dr+ (xr—y+4)dy =0 ().

Considérant le systeme linéaire

r+y—2=0
r—y+4=0"
Le déterminant de ce systéeme est
1 1
TN

Alors le systeme admet une solution unique (k,1) = (=1, 3), en faisant le changement de variables
r=a—1, y=/p+3.

On obtient
r+y—2=a+p
r—y+d=a—-p
dr = do
dy = dp,

et l’équation (x) devient

(a+ B)da + (a — B)ds =0,

est une équation homogene. En posant 3 = ta, on obtient

(a +ta)da + (o — ta)(adt + tda) =0
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d’ou (aprés des simplifications)
(1+2t —t?)da + (1 —t)dt =0

séparons les variables
d 1—t)dt
a  14+2t—1t2
on integre il vient

1
1n|oz|+§ln|1+2t—t2|:c, ceR

o
(1 +2t —t2) =k, ke

revenons aux variables x,y :

2(y—3) (y—3)°

2
1
(@+y) 11+ r+1 (x+1)2

=k, keR

ou encore
22 4 2y —y? — 4 4 8y = c1, c1 € R.

Exemple 1.8 Résoudre I'équation différentielle suivante :
(x+y+1l)de+ (2x+2y—1)dy=0 (xx).
Considérons le systeme linéaire
z+y+1=0
20+2y—1=0 "~

=0.

11
2 2
Posons z =x + vy, dz = dx + dy.

on a donc Az‘

(k%) <= (z+1)dz+ (2z2—1)(dz—dzx)=0
— (—z+2)dr+ (22 —1)dz=0.
En séparant les variables, on obtient

27— 1
i Sdz=0

z —

d’ot
r—2z—3n|z—-2|=c¢, ceR.

En revenant auz variables x,y on obtient l’intégrale générale de (**)

x+2y+3njz+y—2| =c, c €R.



