Equations différentielles d’ordre
deux

2.1 Equations différentielles du deuxieme ordre
Définition 2.1 On appelle équation différentielle du deuzriéme ordre toute relation de la forme
F(z,y,y,y") =0

entre la variable z, la fonction inconnue y(x) et ses dérivées premiére et seconde.
La solution ¢ deux fois dérivable, est dite solution (ou intégrale) sur I C IR si

Vel F(z.ex),¢(x),¢" () =0.

Remarques :
@ - Une équation différentielle du deuxiéme ordre admet une infinité de solutions dépendant de
deux constantes arbitraires A; et Ay tels que

y(T) = 99(7:7 )\17 )\2)

@ - L’ensemble des solutions constitue l'intégrale générale et représente 1’équation d’une famille
de courbes dépendant de deux parametres C), », appelées courbes intégrales.
@ - Inversement a toute famille de courbes dépendant de deux parametres d’équation

F(:II,’I,)\l,)\Q) =0

on peut associer une équation différentielle du second ordre.

2.1.1 Equations différentielles se ramenant au premier ordre

L’intégration de certaines équations du second ordre peut se ramener a celle d’équations du
premier ordre.
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2.1.2 [Equation ne contenant pas y

Soit une équation du second ordre de la forme
F(x,y,y") = 0.
En posant 3’ = z I’équation de vient :
F(x,2,2')=0

z est donc solution d'une équation du 1¢" ordre. Lorseque z est connue on obtient l'intégrale
générale de I'équation proposée par une nouvelle intégration.
Exemple : Intégrer I’équation

Y +y? =0.
En posant 3’ = z on obtient 2’ + 22 =0
, < dz
c’est-a-dire —— = dzx
z
d’ou —=x—x9 (x constant)
z
, dy 1
par conséquent p=—2 ="
dr x—x9
dx
donc dy =
r — X0

en intégrant
y—yo =In|z —

la solution générale dépend de deux constantes xg et yq.

2.1.3 [Equation ne contenant pas x

Soit une équation du second ordre dans laquelle = ne se figure pas :
F(y,y',y") =0.
Si 'on considére y' comme fonction inconnue de y, en posant ¢y = z(y) on obtient :

,,_d_y’_dz_dz @_ dz

T de  dr dy de Cdy

y joue donc le role de variable et I’équation devient :

F(y,z,zj—Z) =0

c’est-a-dire une équation du 1" ordre pour z.
Soit z = p(y, A1) l'intégrale générale de cette équation :
dy

z2=—== JA ou encore ———— =dx
g = P ) e(y, A1)

d
en intégrant on obtient =z = f(y,\1) + Ao, avec f(y,\1) = / Y

————— la solution générale
@(y, )‘1)
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dépend de deux constantes Aj et Ag.
Exemple : Intégrer I’équation

vy +y =0. (*)

!/

En posant ¢’ = 2(y) soit ' =2z-2
I’équation devient :

Y22 +2=0
ou encore, en ecartant la solution z = 0 (correspondant a y = const) :
y?Z +1=0
. s 1 . 1
qui conduit a 2’ = —— puis z=—+ A1 A1 € R.
) Y
On est donc ramené (x) & une équation du premier ordre
dy 1
— =—+ A
ir g + A1
En séparant les variables :
d
der = T i
-+ X\
Y
L
Ay +1
1 1
= —(1- )d
v )

1 1

d’ou finalement : T = )\—y ~ 2 In Ay + 1|4+ X A e IR" A e IR.
1 1



